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Zusammenfassung

Die Shelahsche pcf-Theorie behandelt {iblicherweise reduzierte Produkte von
reguliren Kardinalzahlen der Form [[A/I und deren wahre Kofinalitéiten.
Dabei spielen die strukturellen Resultate iiber das Ideal J_()\) eine beson-
dere Rolle.

In dieser Arbeit wird diese Theorie verallgemeinert auf Produkte von Halb-
ordnungen. Dazu wird zunéchst der Begriff der Beschréanktheitszahl einer
Halbordnung eingefiihrt. Mit Hilfe dieses Begriffes gelingt die Entwicklung
einer Theorie mit analogen strukturellen Resultaten fiir Produkte der Form
[1H/I, wobei H = (H, :i < k) eine Familie von Halbordnungen ist, die zur
pcf-Theorie analoge strukturelle Eigenschaften besitzt. Insbesondere wird ein
analoges Ideal J_.,(H) definiert und es wird die Existenz von Generatoren
bewiesen. Anschlieend wird gezeigt, dal im speziellen Fall der Produkte von
reguldren Kardinalzahlen die Resultate der pcf-Theorie {iber wahre Kofina-
litdten auch in der neuen Theorie enthalten sind.

Den Abschlu3 der Arbeit bilden einige Resultate iiber Shelahs Kardinal-
zahlfunktion pp(\), die u.a. zeigen, daf es sich hier um eine nichttriviale

Verallgemeinerung der pcf-Theorie handelt.

Schlagworte
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Abstract

Shelah’s pcf theory usually deals with reduced products of regular cardinals
of the form [[ A/I and their true cofinalities. Results about the ideal J_(\)
play an important role in this theory.

In this work, pcf theory is generalized to products of partial orders. To do
this, the notion of the bounding number of a partial order is introduced.
Using this notion, we can develop a new theory with similar results about
products [[ H/I, where H = (H; : i < k) is a sequence of partial orders.
In particular an ideal J.\(H) is defined and the existence of generators is
proved for this ideal. In the special case of products of regular cardinals, it
is shown that the results from pcf theory about true cofinalities are included
in this new theory.

At the end of the work, we give some results about Shelah’s cardinal function
pp(A). These results also illustrate that the generalization was nontrivial.
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Einleitung

Die Kardinalzahlarithmetik ist auch heute noch ein zentrales Gebiet der Men-
genlehre, das immer wieder die Entwicklung neuer Methoden, die auch an-
derweitig Verwendung finden, motiviert. So hinterlieen auch die Resultate
von K. Godel, P. J. Cohen und W. B. Easton iiber die Cantorsche Kontinu-
umshypothese und deren Verallgemeinerung die fruchtbaren Methoden der

konstruktiblen Hierarchie und des Forcing.

Im Anschlufl an diese Resultate blieb lediglich die Frage nach den méglichen
Werten von 2* fiir singulire Kardinalzahlen \ offen. Eines erstes, hinsichtlich
des Eastonschen Ergebnisses iiberraschendes, Resultat gelang J. Silver: Ist A
eine singulire Kardinalzahl mit iiberabzihlbarer Kofinalitit und gilt 2 = x*
fir alle K < )\, so gilt auch 2 = A*. Ein allgemeineres Resultat wurde
wenig spéiter von F. Galvin und A. Hajnal gefunden: Ist z. B. R, eine starke
Limeskardinalzahl, so gilt Moy < N(2N1)+.

Im Anschlufl daran entwickelte S. Shelah aus den Methoden von Galvin und
Hajnal seine pcf-Theorie, fiir die bereits Anwendungen u. a. in den Bereichen
Mengenlehre, Modelltheorie und Topologie existieren, und erhielt damit bes-
sere Ergebnisse. Zum einen konnte die Beschriankung auf iiberabzihlbare Ko-
finalitdten aufgehoben werden, aulerdem erhielt er z. B. die substantiellere
Schranke 2% < R, falls 8, eine starke Limeskardinalzahl ist.

Dazu betrachtet Shelah in seiner pcf-Theorie reduzierte Produkte von re-
guldiren Kardinalzahlen und deren wahre Kofinalitditen.! Um das obige be-

rithmte Resultat zu erhalten, betrachtet er etwa die folgende Menge
pcf(Ry, 1 n < w) = {tcf([],., Vn/T) : I Ideal auf w};

der Beweis seines Resultats 148t sich dann grob in drei Schritte einteilen. Ist
N, eine starke Limeskardinalzahl, so &8t sich zeigen:

(i) maxpcf(R, :n < w) =[], ., R =2%.
(i) pef(R,, : n < w) ist ein Intervall regulédrer Kardinalzahlen.

(iii) |pcf(R, :n <w)|] < Ns.

!Die genauen Definitionen findet man im Text dieser Arbeit.
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Mit Hilfe von (ii) und (iii) 148t sich dann der Wert von max pcf(R,, : n < w),
also nach (i) auch der Wert von 2%« abschiitzen.

In dieser Arbeit verallgemeinern wir die wesentlichen Begriffe der Shelah-
schen pcf-Theorie auf reduzierte Produkte von Halbordnungen. Um dies zu
erméglichen, gehen wir von der von Shelah betrachteten wahren Kofinalitit
tiber zu der von uns definierten Beschréinktheitszahl b(H ) einer Halbordnung
H. Mit der Betrachtung der entsprechenden Menge

pb(H) = {b([] H/I) : I 1deal auf Db(H)}

fiir eine Familie H# von Halbordnungen erhalten wir z.B. als entsprechende
Ergebnisse, dafl auch pb(H) ein Maximum besitzt sowie die Abschiitzung
|pb(H)| < 2IPPUDI die sozusagen der Vorginger der Abschiitzung (iii) ist

und in Zusammenhang mit den Resultaten von Galvin und Hajnal steht.

Ferner konnen wir der pcf-Theorie entsprechende Ideale J.(H) definieren.
Das Hauptresultat dieser Arbeit ist der Beweis der Existenz von Generatoren
fiir diese Ideale, eine dem sogenannten pcf-Theorem, welches in dem oben
skizzierten Beweis eine wichtige Rolle spielt, entsprechende Aussage fiir die

von uns entwickelte Theorie.

Der Ubergang zu Beschranktheitszahlen hat neben der dadurch erméglichten
Verallgemeinerung der Theorie noch weitere Vorteile fiir die Entwicklung der
Theorie. Da die Beschranktheitszahl im Gegensatz zur wahren Kofinalitét fiir
jede Halbordnung definiert ist, konnen wir bei einer gegebenen Familie H von
Halbordnungen die Abbildung I + b([] H/I) betrachten. Dies ermdglicht
eine ,,axiomatischen Zugang®“ zu Definition und grundlegenden Eigenschaf-
ten des Ideals J-y(H) und somit einen transparenteren Aufbau der Theorie
durch die klarere Trennung von kombinatorischen und idealtheoretischen Ar-
gumenten. Aufferdem kann bei der gesamten Entwicklung der Theorie auf die
Verwendung von Ultrafiltern, welche ein wesentlicher, aber unkonstruktiver,
Bestandteil der iiblichen Entwicklung der pcf-Theorie sind, verzichtet wer-

den.

Die vorliegende Arbeit ist folgendermafien gegliedert: Im ersten Kapitel fiih-
ren wir die grundlegenden Definitionen durch und geben einige einfache Ei-
genschaften der definierten Begriffe an. Im zweiten Kapitel wird das Ideal

J<x(H) eingefithrt und es werden die wesentlichen Eigenschaften dieses Ideals

bewiesen. Die beiden folgenden Kapitel dienen dem Beweis der Existenz von
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Generatoren. Dazu wird im dritten Kapitel mit Hilfe des Modells H(O) ein
kombinatorisches Hilfsmittel zur Verfiigung gestellt, das im vierten Kapitel
fiir den Existenzbeweis der Generatoren verwendet wird. Ferner wird auf
ein zur Existenz von Generatoren unmittelbar dquivalentes Prinzip hinge-
wiesen. Schliellich wird im fiinften Kapitel mit Hilfe der vorher entwickelten
Methoden nachgewiesen, dafl die in dieser Arbeit entwickelte Theorie der
Beschréanktheitszahlen reduzierter Produkte von Halbordnungen tatséchlich
die Resultate der pcf-Theorie iiber wahre Kofinalititen beinhaltet. Den Ab-
schluB der Arbeit bilden einige Bemerkungen iiber den Zusammenhang der
Theorie mit der von Shelah definierten Kardinalzahlfunktion pp(\).

An dieser Stelle danke ich Herrn Prof. Dr. Karsten Steffens fiir die Betreu-
ung wahrend des Entstehens dieser Arbeit. In zahlreichen Gespréachen trug
er durch seine konstruktiven Fragen, Anmerkungen und Hinweise zur Gestal-
tung dieser Arbeit bei. Den Kollegen Dr. Michael Holz und Markus Michel-
brink danke ich stellvertretend fiir die gute Zusammenarbeit wiahrend mei-
ner Assistentenzeit in Hannover und fiir die hilfreichen und aufmunternden
Ratschlédge. Besonderer Dank gebiihrt meiner Freundin und meiner Fami-
lie fiir ihr Verstandnis, ihre Geduld und Unterstiitzung wahrend der fiir sie
entbehrungsreichen Zeit.

Schreibweisen

Im allgemeinen benutzen wir in dieser Arbeit die iiblichen Standardschreib-
weisen und -bezeichnungen, wie sie z. B. in [4] oder in [6] verwendet werden.

Im folgenden gehen wir auf einige evtl. abweichende Bezeichnungen ein.

Mit P(z) bezeichnen wir die Potenzmenge einer Menge z. Definitions- und
Wertebereich einer Relation R wird mit Db(R) bzw. mit Wb(R) bezeichnet.

ON steht fiir die Klasse der Ordinalzahlen, mit CN wird die Klasse der unend-
lichen Kardinalzahlen bezeichnet. Kleine griechische Buchstaben verwenden
wir ausschliellich fiir Ordinalzahlen, x, A, p sind fiir Kardinalzahlen reser-
viert. Ferner bezeichnet Lim die Klasse der Limesordinalzahlen und Succ die
Klasse der Nachfolgerordinalzahlen. Auf vielfachen Wunsch gilt 0 ¢ Lim.
Weiterhin steht Reg fiir die Klasse der reguldren und Sing fiir die Klasse der
singuldren Kardinalzahlen.
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Ist C' C ON eine Menge, so ist otp(C') der Ordnungstyp von C', also diejenige
eindeutig bestimmte Ordinalzahl, zu der C' ordnungsisomorph ist. Eine Li-
meszahl § ist ein Haufungspunkt von C' falls 6 = sup(C Nd) gilt. Die Menge
der Haufungspunkte von C' bezeichnen wir mit acc(C'). Ist 6 Limeszahl und
C C 9, so heifit C' ein Club in ¢, falls C' unbeschrankt in ¢ ist und jeder
Héaufungspunkt v < § von C' ein Element von C'ist. S C ¢ ist stationér in 9,
falls fiir jeden Club C'in ¢ gilt SNC' # (. Sind £ < A reguléire Kardinalzahlen,
so ist S := {a < X : cf(a) = k} eine Menge, die stationir in \ ist.

Mit OO kennzeichnen wir das Ende eines Beweises.



Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel geben wir zunéchst die grundlegenden Definitionen an,
um fiir eine beliebige Halbordnung H die GroBen b(H), cf(H) und tcf(H)
zu definieren und einige elementare Eigenschaften herzuleiten. Anschliefend
fithren wir (reduzierte) Produkte von Halbordnungen ein und beginnen mit
einer eingehenden Untersuchung der sogenannten Beschranktheitszahlen sol-
cher Produkte.

1.1 b(H) und einfache Eigenschaften

Wir beginnen mit einigen grundlegenden Definitionen.

Definition 1.1 Eine Halbordnung ist ein Paar (H, <), wobei H eine nicht-
leere Menge und < eine irreflexive und transitive Relation auf H ist. Sind
a,b € H, so schreiben wir a < b fiir a < bV a = b. Geht aus dem Zusam-
menhang hervor, welche Relation < auf H gemeint ist, so schreiben wir wie
tiblich nur H anstelle von (H, <).

Ist X C H, so heif}t ein Element a € H eine obere Schranke von X, falls
fiir alle z € X gilt < a.! Eine Teilmenge X C H heifit unbeschrinkt in

'Der Grund, warum wir nicht < a fordern, ist der, dal es so ,besser paBt®, wie
schon das folgende erste Lemma zeigt. Im iibrigen interessieren wir uns spéter nur fiir
Halbordnungen, die keine maximalen Elemente besitzen, d.h. zu jedem a € H existiert
ein b € H mit a < b. Dann héngt die Existenz einer oberen Schranke nicht von der
gegebenen Definition ab.
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H, falls kein a € H eine obere Schranke von X ist. X heifit kofinal in H,
falls fiir alle a € H ein x € X existiert mit a < 2.2 X ist eine Skala in H,
falls X kofinal in H ist und durch < linear geordnet wird.

Eine Folge (z, : @ < A) von Elementen von H nennen wir unbeschriankt
(kofinal), falls ihr Wertebereich, also die Menge {z, : @ < A} unbeschrinkt
(kofinal) in H ist. Die Folge heift wachsend, falls fiir alle & < 8 < A gilt
To < zg. (Der Deutlichkeit halber werden wir anstelle des Begriffs wachsend

meistens die Begriffe <-wachsend, <-wachsend usw. verwenden.)

Bevor wir die entsprechenden Groflen definieren, notieren wir noch einige

Zusammenhénge fiir die eben definierten Begriffe.
Lemma 1.2 FEs sei H eine Halbordnunyg.

(i) H selbst ist kofinal in H.

(i1) Ist X C H kofinal in H, so ist X auch unbeschrinkt in H.

Beweis: (i) ist trivial. (ii) zeigen wir indirekt. Angenommen, es gibt eina € H,
das eine obere Schranke von X ist. Da X kofinal in H ist, existiert ein y € X
mit a < y. Nach Wahl von a gilt jedoch auch y < a, also insgesamt y < v,
ein Widerspruch. U

Insbesondere besitzt also jede Halbordnung eine kofinale und erst recht eine
unbeschriankte Teilmenge. Damit ist die Existenz von Beschranktheitszahl
und Kofinalitédt einer Halbordnung, die wir im folgenden definieren, gesichert.

Definition 1.3 Es sei H eine Halbordnung. Die Beschrénktheitszahl von
H (b(H)) und die Kofinalitét von H (cf(H)) werden definiert durch

b(H) := min{|X| : X C H unbeschrankt in H},
cf(H) := min{|X| : X C H kofinal in H}.

Existiert eine Skala in H, so sagen wir, H besitzt die wahre Kofinalitit
tcf(H), die definiert ist durch

tcf(H) := min{|X| : X Skala in H}.

2Hier gilt dieselbe Bemerkung wie eben, d.h. bei den von uns i. a. betrachteten Halb-

ordnungen ohne maximale Elemente hitten wir auch a < x fordern kénnen.
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Wir beginnen mit einer wichtigen Eigenschaft der wahren Kofinalitéit einer
Halbordnung H, falls diese existiert. Dies ist dann nédmlich die eindeutig

bestimmte reguldre Lange einer <-wachsenden und in H kofinalen Folge.
Lemma 1.4 Die Halbordnung H besitze eine Skala. Dann sind dquivalent:
(i) tcf(H) = A,

(11) X ist requldr und es gibt eine <-wachsende Folge (x, : o < \), die
kofinal in H ist.

Beweis: ,,(ii) = (i) Es sei A regulér und (z, : @ < ) eine <-wachsende und
kofinale Folge in H. Dann ist {z, : @ < A} eine Skala in H, also gilt sicher
tcf(H) < A. Angenommen, es ist tcf(H) < A, d.h. es gibt eine Skala Y in
H mit Y| < A. Nach Lemma 1.2 ist Y auch unbeschrénkt in H. Zu jedem
y € Y konnen wir jedoch ein a(y) < A mit y < x4, wéhlen. Setzen wir
o :=sup{a(y) 1y € Y} + 1, so gilt fiir alle y € Y also y < x4 < Zq, d. h.
I, ist eine obere Schranke von Y, ein Widerspruch.

»(1) = (ii)* Es sei X C H eine Skala mit |X| = tcf(H). Mit Hilfe des
Zornschen Lemmas konnen wir eine (bzgl. C) maximale <-wachsende Folge
von Elementen von X wihlen. Dies sei etwa (x4 : o < ). Wir zeigen, dafl
diese Folge kofinal in H ist. Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann
existiert ein y € H mit y £ x,, fiir alle « < §. Da X kofinal in H ist, existiert
ein x € X mit y < z. Da X linear geordnet ist, gilt fiir alle @ < § die
Eigenschaft z, < xVx < z,, also folgt nach Wahl von y, dafl z, < x fiir alle
a < ¢ gilt. Setzen wir also z5 := z, so widerspricht dies der Wahl der Folge
(o 1 a0 < 96).

Da die Folge (z, : o < §) eine Injektion von § in X ist, gilt 6 < |X|". Also ist
A= cf(d) < |X|. Wire A < | X, so wiirde dies der Definition von tcf(H) und
der Wahl von X widersprechen, denn ist (d; : ¢ < A) eine in § unbeschrénkte
Folge, so ist auch (x5, : i < A) eine in H kofinale Folge. O

Bevor wir uns dem genaueren Studium der Zahl b(H) zuwenden, geben wir
einen kurzen Vergleich zwischen den drei oben definierten Groflen.

Lemma 1.5 Es sei H eine Halbordnung. Dann gilt:
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(1) 1 <b(H) <cf(H) < |H|.
(ii) Besitzt H eine wahre Kofinalitit, so gilt b(H) = cf(H) = tcf(H).

Beweis: (i) Sicher gilt 1 < b(H), da die leere Menge beschrénkt in H ist. Die
anderen beiden Ungleichungen folgen aus Lemma 1.2.

(i) Offensichtlich gilt neben b(H) < cf(H) auch cf(H) < tcf(H), denn jede
Skala in H ist insbesondere kofinal in H. Es reicht also, wenn wir auflerdem
noch tef(H) < b(H) zu zeigen. Angenommen, es ist b(H) < X := tcf(H).
Nach Lemma 1.4 existiert eine <-wachsende Folge (z, : v < A), die kofinal in
H ist. Ferner existiert aufgrund unserer Annahme eine unbeschriankte Menge
Y CHmit |[Y]=0b(H) <.

Zu jedem y € Y existiert dann ein a(y) < A mit y < x4(,). Setzen wir nun
a:=sup{a(y) :y € Y} +1 < A, so ist das Element z, eine obere Schranke
von Y, ein Widerspruch. ([l

Im folgenden werden wir uns zunéchst ausschlieBlich mit der Groe b(H)
beschéftigen. In Kapitel 5 werden wir noch einmal zum Verhéltnis zwischen
den verschiedenen Groflen zuriickkehren. Die Beschrénktheitszahl b(H) einer
Halbordnung H ist eng verbunden mit dem folgenden Begriff.

Definition 1.6 Eine Halbordnung H heifit A-gerichtet, falls jede Menge
X C H mit | X| < A eine obere Schranke in H besitzt.

Der Zusammenhang dieser Begriffe ist ebenso simpel wie wichtig.
Lemma 1.7 Seir H eine Halbordnung. Dann sind dquivalent:

(i) 6(H) > A

(i1) H ist A-gerichtet.

Insbesondere ist eine Halbordnung H also stets b(H)-gerichtet, aber nicht
b(H)*-gerichtet, d. h. es gilt

b(H) = min{\ € CN: H ist nicht \*-gerichtet}
= max{\ € CN : H ist \-gerichtet}.
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Beweis: ,,(i) = (ii)“ Ist X € H mit |X| < A = b(H), so ist X nach Definition
von b(H) nicht unbeschrankt, besitzt also eine obere Schranke in H.

(1) = (1)“ Seil H eine \-gerichtete Halbordnung. Wére b(H) < A, so wiirde
eine unbeschrinkte Menge X C H mit |X| = b(H) < X existieren. Dies
widerspricht jedoch der Definition einer A-gerichteten Halbordnung. U

Als néchstes untersuchen wir, welche Werte b(H) annehmen kann. Wir wer-
den sehen, dafl b(H) entweder endlich — dann kommen nur die Werte 1 oder
2 in Frage — oder eine reguldre Kardinalzahl ist.

Lemma 1.8 FEs ser H eine Halbordnung.

(i) 6(H) =1 gdw. H besitzt ein maximales Element.
(i1) Es gibt eine Halbordnung mit b(H) = 2.
(111) Ist b(H) > 3, so ist b(H) unendlich.

Beweis: (i) Ist b(H) = 1, so existiert ein a € H, so dafi {a} keine obere
Schranke besitzt. Dann ist a ein maximales Element von H. Umgekehrt ist
auch fiir jedes maximale Element a € H die Menge {a} unbeschrénkt in H.

(i) Betrachte H := 2 X w mit
(i,m) < (j,n) &= i=jAm<n.

Ist (i,n) € H, so gilt (i,n) <
Elemente, d.h. es ist b(H) >

obere Schranke.

(i,n 4+ 1), also besitzt H keine maximalen
2. Andererseits besitzt {(0,0),(1,0)} keine

(iii) Wegen b(H) > 3 existiert fiir alle a,b € H ein ¢ € H mit a < ¢ und
b < c. Durch vollstéandige Induktion erhélt man, dal H auch w-gerichtet ist,
d. h. daf§ jede endliche Teilmenge von H eine obere Schranke besitzt. U

Zusétzlich zur Regularitidt von b(H) im unendlichen Fall zeigen wir nun noch
die Existenz eines Objektes, das sich spéter oft als niitzlich erweisen wird.

Lemma 1.9 Sei H eine Halbordnung und b(H) unendlich. Dann ist b(H)
requldr und es gibt eine <-wachsende Folge (y, : o < b(H)), die in H unbe-
schrdnkt ist.
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Beweis: Es sei X C H eine in H unbeschrinkte Teilmenge von H mit
| X| =b6(H). Sei etwa X = {z, : o < b(H)}. Wir definieren rekursiv die
gesuchte Folge (y, : o« < b(H)). Fiir o < A ist {3 : 8 < a}U{ys: 0 < a}
eine Teilmenge von H, die eine Méchtigkeit kleiner als b(H) besitzt. Da H
eine b(H)-gerichtete Halbordnung ist, konnen wir eine obere Schranke y,
wahlen.

Damit ist die Folge nach Konstruktion <-wachsend. Ferner ist sie unbe-
schrinkt, denn andernfalls wire auch X beschrankt.

Nun ergibt sich auch leicht die Regularitiat von b(H). Wére p = cf(b(H))
kleiner als b(H), so wére mit einer in b(H) kofinalen Folge (0(a) : o < p)
auch die Menge {ys@) : @ < p} in H unbeschrénkt. Dies widerspricht der
Definition von b(H). O

Bemerkung 1.10 Umgekehrt folgt aus der Existenz einer <-wachsenden
Folge (yo : @ < A), die unbeschriankt in H ist, jedoch i.a. nur b(H) < A, d. h.
eine Lemma 1.4 entsprechende Aussage fiir Beschranktheitszahlen anstelle
von wahren Kofinalitdten gilt nicht.

Betrachten wir z. B. H := Ry x Ny mit
(m,a) < (n,B) & m<nAa<GA(m,a)#(n,[),

so sind die beiden Folgen ((n,0) : n < Ng) und ((0,a) : a < Ny) in H

unbeschriankte Folgen verschiedener regulédrer Lange.

In jedem Falle ist also b(H) die kleinste (regulére) Kardinalzahl X, zu der
eine <-wachsende Folge (y, : @ < \) existiert, die unbeschréinkt in H ist.

1.2 Reduzierte Produkte

In diesem Abschnitt definieren wir Produkte und reduzierte Produkte von
Halbordnungen. Dies sind in kanonischer Weise wieder Halbordnungen und
wir werden die Beschranktheitszahlen dieser Produkte untersuchen.

Definition 1.11 Es sei H = ((H,,<,) : a € A) eine Familie von Halbord-
nungen. Fiir f,g € [[,c4 Ho wird durch

f<g = Vae A f(a) <, g(a)
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wieder eine Halbordnung definiert. Wir nennen (] .4 Ha, <) das Produkt
der Halbordnungen (H, : a € A).

Im folgenden meinen wir mit einer Familie H von Halbordnungen stets ei-
ne Familie der Form ((H,,<,) : a € A), falls nichts anderes gesagt wird.
Auflerdem werden wir auch einfach H, anstelle von (H,, <,) schreiben. Das
Produkt einer solchen Familie bezeichnen wir mit ([] H, <) oder einfach nur
mit [] H. Die Beschrinktheitszahl dieses Produktes l#it sich sehr einfach
aus den Beschranktheitszahlen der einzelnen Faktoren berechnen, wie das
folgende Lemma zeigt.

Lemma 1.12 Sei H eine Familie von Halbordnungen. Dann ist
b([TH, <) = min{b(H,, <,) : a € A}.

Insbesondere gilt also: Ist H, fiir alle a € A eine \-gerichtete Halbordnunyg,
so ist auch ([] H,<) eine \-gerichtete Halbordnung.

Beweis: Ist ¥ C [] H mit |F| < min{b(H,) : a € A}, so lifit sich zu jedem
a € A bzgl. <, eine obere Schranke g(a) € H, von {f(a) : f € F} wéahlen.
Dann ist g € [] H eine obere Schranke von F'.

Ist umgekehrt fiir ein festes a € A die Menge X C H, unbeschrédnkt in H,,
so sei fiir jedes # € X eine Funktion f, € [[ H gewihlt mit f,(a) = x. Dann
ist {f, : ¥ € X} unbeschriinkt in ] H. O

Wir definieren nun reduzierte Produkte von Halbordnungen und werden se-

hen, dafl die Situation dann nicht mehr so einfach ist.

Definition 1.13 Es sei A eine nichtleere Menge. Eine Menge I C P(A) ist
ein Ideal auf A, falls gilt

(i) e,
(i) X,Yel=XUY e,

(i) Xe L YCX=Yel
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Ein Ideal I heifit echtes Ideal, falls A ¢ I gilt. Ferner definieren wir fiir ein
Ideal I auf A

It = {XCA:X¢I}

I' = {XCA:A\Xel}.
I ist die Menge der I-positiven Mengen, I* ist der zu I duale Filter.

Definition 1.14 Seinun ((H,, <,) : a € A) eine Familie von Halbordnungen
und I ein echtes Ideal auf A. Fiir f, g € [],.4 Ha setzen wir

f<rg = {a€A: f(a) £agla)} € 1.
Das Paar (][, Ha, <r) nennen wir das reduzierte Produkt der Familie
((Hqy <q) :a € A) modulo 1.

Das reduzierte Produkt werden wir hiufig mit (] H, <;) oder in bequemerer
Schreibweise mit [ H /I bezeichnen. In Lemma 1.21 werden wir u. a. zeigen,
daf} das reduzierte Produkt wieder eine Halbordnung ist. Bevor wir dies tun,
geben wir noch einige Definitionen an, die den Umgang mit reduzierten Pro-

dukten vereinfachen.

Definition 1.15 Es sei H eine Familie von Halbordnungen. Fiir f,g € [[ H

setzen wir

C(f,9) = {acA: fla) £agla)},
Clf.9l = {aeA: fla) Zagla)},
B(f.9) = {aeA:fla) <agla)},
Blf.gl = {aeA: f(a) <ig(a)}.

Damit gilt also offensichtlich f <; g < C(f,g) € I fir alle Funktionen
f,g € [[ H. Ferner bemerken wir, dal f < g < C(f,g) = 0 gilt, m.a. W.
entspricht das reduzierte Produkt modulo dem trivialen Ideal {()} genau dem
Produkt der Halbordnungen H.

Definition 1.16 Es sei ([] H,<;) ein reduziertes Produkt von Halbord-
nungen. Fir f,g € [] H setzen wir weiterhin

f<rg = {acA:fla) £agla)} €1,

f=r9 = {acA: [f(a)#gla)} €,

f#rg = {acA:f(a) £agla)} ¢ 1.
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Es gilt also f <; g < C|[f,g] € I fiir Funktionen f,g € [[ H. Ferner gilt
offensichtlich f <; g = f <; g sowie f =; g = f <; g. Die Mengen
B(f,g) und B|[f, g] werden von Bedeutung sein, wenn wir den Spezialfall der
reduzierten Produkte von linearen Ordnungen betrachten.

Fiir das Rechnen mit reduzierten Produkten ist die folgende Definition hilf-
reich.

Definition 1.17 Es sei [ ein Ideal auf einer nichtleeren Menge A und es
seien X,Y C A. Dann definieren wir

XCY & X\Yel,
X=Y & Xg[Y/\Yg[X,
X;[Y = XSG YAN-X=Y.

Bemerkung 1.18 Man sieht leicht ein, da =; eine Aquivalenzrelation auf
P(A) und eine Kongruenzrelation bzgl. der Operationen U und N ist. Be-
zeichnet man die Aquivalenzklasse von X mit [X], so werden durch die Defi-
nitionen [X|U[Y] :=[XUY] und [X|N[Y] := [X NY] die Operationen einer
Booleschen Algebra auf der Menge P(A)/] := {[X] : X € P(A)} definiert.
Ferner ist das Komplement von [X] gerade [A\ X], [0] ist das kleinste Element
und [A] ist das grofite Element dieser Booleschen Algebra. Definiert man noch
wie iiblich die Relation C durch [X] C [Y] :& [X]U[Y] = [Y], so ist C; die
korrespondierende Relation auf P(A), d.h. es gilt [X]C [Y] < X C, Y.

Die obige Bemerkung werden wir zwar nicht direkt verwenden, jedoch wer-
den die Aussagen des folgenden Lemmas aufgrund des dort beschriebenen
Sachverhaltes unmittelbar klar.

Lemma 1.19 FEs sei I ein Ideal auf A und es seien X,Y,Z C A. Dann gilt
(i) X=0&XC e Xel,

(ii) X=1As A\ X =0 A\X e,

(i) X ;Y)Y S Z=XC Z,

() XS YYel=Xel,

(W) XV, X¢I=Y ¢l
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Wir kénnen nun einige einfache Tatsachen iiber reduzierte Produkte festhal-

ten.

Lemma 1.20 Sei H eine Familie von Halbordnungen, I ein Ideal auf A und
f,g,h € [T H mit f <; g. Dann gilt

(i) C(f,h) C1 Clg,h), (v) B(f,h) 21 B(g,h),
(ir) C[f,n] S Clg, hl, (vi) Blf,h] 21 Blg, hl,
(i) C(h, f) 21 C(h. g), (vii) B(h, f) S1 B(h, g),
(iv) Clh, f] 21 Clh, g, (viii) Blh, f] C; Blh,g].

Die Voraussetzungen dieses Lemmas sind natiirlich insbesondere erfiillt, wenn
f <; g gilt. Gilt sogar f =; g, so kdonnen wir auch Cj {iberall durch =;

ersetzen.

Lemma 1.21 Es sei ([[ H,<;) ein reduziertes Produkt von Halbordnungen
und f,g,h € [[ H. Dann gilt

(i) f#1f,

(ii)) f<rg<th=f<ih,

(i) f<rg<ih = f<;h,

(v) f<rg<rh = f<rh,

(v) f<rg<ih = f<;h.
Insbesondere ist damit (][] H,<;) eine Halbordnung.

Bemerkung 1.22 Sind I C J Ideale auf A, so sind die oben definierten
Relationen < ;, <, = fiir Funktionen bzw. C;, = fiir Mengen offensichtlich
Erweiterungen der entsprechenden Relationen <, <;, =; bzw. C;, =;. Also
gitz.B. f<;9g=f<,9, XC; Y =X C,;Y usw.

Wir definieren noch zwei haufig verwendete Erweiterungen eines Ideals 1.
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Definition 1.23 Es sei [ ein Ideal auf A und B C A. Dann setzen wir

I[B] = {XCA:X\Bel},
I[IB = {XCA:XNBel).

Lemma 1.24 FEs sei I ein Ideal auf A und B C A. Dann gilt

(i) 1[B] ist das kleinste Ideal oberhalb von I, das B enthidilt,
(i) I1B =1[A\ BJ,
(111) I[B] ist genau dann echt, wenn A\ B € I,
(iv) I| B ist genau dann echt, wenn B € I,

Wir wenden uns nun der Untersuchung der Beschréanktheitszahl reduzierter
Produkte zu. Zunéchst betrachten wir dabei, wie sich die Erweiterung des

Ideals I zu einem Oberideal auswirken kann.

Lemma 1.25 Es seien I C J Ideale auf A und H eine Familie von Halb-
ordnungen. Dann ist b(T] H/I) < b([[H/J).

Beweis: Es reicht zu zeigen: Ist F' C [[ H bzgl. <; unbeschrinkt, so auch
bzgl. <;. Dies gilt, da fiir f,g € [][ H offensichtlich aus f <; g auch f <; ¢
folgt. U

Das folgende Beispiel zeigt, dafl die Beschranktheitszahl in der Tat vergroflert

werden kann.

Beispiel 1.26 Es sei A = w und fir n < w sei H, = (X,,<) mit der
iiblichen Ordnung. Beginnen wir mit dem trivialen Ideal Iy = {0}, so gilt
6([TH/Ly) = b([] H) = Xy nach Lemma 1.12.

Fiigen wir nun die Menge {0} zum Ideal I, hinzu, betrachten also das Ideal
I = I,[{0}] = {0, {0}}, so ist das reduzierte Produkt [ H/I; isomorph zum
Produkt von (R, : n € w\ 1), also erhalten wir b([] H/I;) = X;.

Setzen wir dies fiir n < w fort durch I,,4; = I,[{n}], so erhalten wir eine

aufsteigende Folge (I,, : n < w) von Idealen auf w; wie oben gilt entsprechend
fiir n < w stets b([] H/IL,) = N,.
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Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir noch eine Verallgemeinerung von
Lemma 1.12 herleiten. Dazu dient die folgende Definition.

Definition 1.27 Es sei [ ein Ideal auf A und f : A — ON eine Funktion.
Wir setzen

liminf; f := min{d € ON:{a € A: f(a) <o} ¢ I},
limsup; f = min{d € ON:{a€ A: f(a) >0} € I}.

Stimmen diese beiden Werte {iberein, so bezeichnen wir diesen Wert auch

mit lim; f.

Wir zeigen im folgenden Lemma Eigenschaften dieser Begriffe, die in gewisser
Weise ihre Namen rechtfertigen.

Lemma 1.28 FEs seien I, J Ideale auf A und f: A — ON.
(i) Ist I C J, so gilt

liminf; f <liminf; f <limsup; f < limsup; f.

(11) Fiir den speziellen Fall I = {0} gilt
liminf; f = min{f(a):a € A},

limsup; f = sup{f(a):a€ A}.

Insbesondere erhalten wir also stets liminf; f > min{f(a) : a € A} und
limsup; f < sup{f(a):a € A}.

Mit Hilfe der oben definierten Begriffe 1483t sich nun das Lemma 1.12 verall-

gemeinern.

Lemma 1.29 Ist H eine Familie von Halbordnungen und I ein Ideal auf A,
so gilt

6([TH/I) > liminf;(b(H,) : a € A).
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Beweis: Es sei 6 := liminf;(b(H,) : a € A) und F C [[ H mit |F| < §. Nach
Definition von liminf; ist X := {a € A : b(H,) < |F|} € I. Fiirallea € A\X
ist also |F| < b(H,), d.h. es 1a8t sich eine obere Schranke g(a) € H, fiir die
Menge {f(a) : f € F'} finden. Wahlt man fiir a € X ein beliebiges Element
g(a) € Hy,, so ist g € [[ H bzgl. <; eine obere Schranke von F, denn fiir
f € F gilt stets C(f,9) C X € I. O

Beispiel 1.30 Fiir die in Beispiel 1.26 betrachteten reduzierten Produkte
[T H/L, gilt stets die Gleichheit der beiden im letzten Lemma betrachteten
Werte, es ist niamlich b([] H/I,) = liminf;, (b(H,) :n < w) = N,

Die Fortfithrung dieses Beispiels liefert ein Beispiel, in dem die Beschrankt-
heitszahl des reduzierten Produktes [] H /I grofer als lim inf;(b(H,) : a € A)
ist. Betrachten wir ndmlich die Vereinigung aller oben betrachteten Ideale I,,,
n < w, so erhalten wir gerade das Ideal I = {X C w : X endlich} der endli-
chen Teilmengen von w. Es gilt dann lim;(b(H,,) : n < w) = N,,. Nach obigem
Lemma ist also b(][] H/I) > R,. Da b([] H/I) stets regulir ist, muf folglich
sogar b([] H/I) > N, gelten.

Zum Abschlufl des Kapitels geben wir noch einen Fall an, in dem man die
Beschranktheitszahl eines reduzierten Produktes bestimmen kann, ndmlich
wenn die Beschrénktheitszahlen aller Halbordnungen H, grofler als |A| und
identisch sind. Dann nimmt auch die Beschrinktheitszahl des reduzierten
Produktes diesen Wert an. Wir konnen dies noch leicht verallgemeinern.

Lemma 1.31 Es sei H eine Familie von Halbordnungen und I ein echtes

Ideal auf A. Ferner sei A > |A| reguldr mit
{a € A:b(H,) = \} =1 A.
Dann ist auch b([] H/I) = \.

Beweis: Es sei B := {a € A : b(H,) = A}. Nach Voraussetzung ist also
A\ B € 1. Fiir alle a € B konnen wir eine <,-wachsende Folge (2% : a < \)
von Elementen von H, wihlen, die unbeschriankt in H, ist. Fiir a € A\ B
sei 2% € H, beliebig gewéhlt. Wir setzen dann fiir alle o < A

xo 5 a€B
fa(a)‘_{ 5 a€ A\B
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Dann ist (f, : @ < \) unbeschrénkt in [] H/I, denn ist g € [] H, so existiert
zu jedem a € B ein afa) < A mit 27, ,) £, g(a), also auch

Va e A\ a(a) 8 £, g(a).

Setzen wir nun o := sup{a(a) : a € B} < A, so gilt f,+ £ g, denn es ist
C(foc*7g> 2 B=; A ¢ I.

Damit haben wir also b([JH/I) < X bewiesen. b(J[] H/I) > X folgt aus
Lemma 1.29, denn es ist liminf;(b(H,) : @ € A) = A. Dies gilt offensichtlich,
da einerseits {a € A: b(H,) < A} D B ¢ I gilt und fiir alle § < X andererseits
{a€ A:b(H,) <} C A\ B e gilt. O



Kapitel 2

Das Ideal J_)(H)

In der pcf-Theorie spielt das Ideal J-)(a) eine fundamentale Rolle. Wir wol-

len in diesem Kapitel das Ideal J.)(H) fiir Familien von Halbordnungen

definieren und entsprechende Eigenschaften nachweisen.

Der in der pcf-Theorie iiblichen Einschriankung |a|t < min(a) entspricht in
unserer Situation der Begriff einer progressiven Familie von Halbordnungen,
den wir im folgenden Abschnitt definieren werden.

Wir werden zwei verschiedene Wege darstellen, um zu dem folgenden grund-
legenden Resultat zu gelangen: Existiert ein Ideal I, so daB8 [ H/I eine

A-gerichtete Halbordnung ist, so ist J.x(H) das kleinste derartige Ideal.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels gehen wir den direkten Weg: Wir defi-
nieren den Begriff des A-méchtigen Ideals und zeigen, daf ein Ideal I genau
dann A-méchtig ist, wenn [] H/I eine A-gerichtete Halbordnung ist. Ferner
ermoglicht es der Begriff des A-méchtigen Ideals zu zeigen, daf§ der Durch-
schnitt von A-méchtigen Idealen wieder ein A-méchtiges Ideal ist. Damit ist es
also méglich, J.,(H) als den Durchschnitt aller A-michtigen Ideale zu defi-

nieren. (Falls kein A-méchtiges Ideal existiert, ist es bequem, J.,(H) := P(A)
zu setzen.)

In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels stellen wir eine zweite Moglich-
keit dar, die grundlegenden Eigenschaften des Ideals J_\(H) zu entwickeln.
Unser Zugang wird dabei zunéchst axiomatischer Natur sein, d.h. wir zei-
gen, daf sich die Existenz und viele der wesentlichen Eigenschaften des Ideals

Jox(H) aus zwei Eigenschaften der Abbildung I — b(]] H/I) ableiten lassen.

20
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Um diese Eigenschaften schliellich nachzuweisen, fithren wir im dritten Ab-
schnitt des Kapitels den Begriff des stabilen Ideals ein und verwenden Me-
thoden, die uns auch in spéteren Kapiteln noch niitzlich sein werden. Ins-
besondere werden wir in Kapitel 5 fiir den speziellen Fall der Produkte von
reguldren Kardinalzahlen die Verbindung zwischen den stabilen Idealen und
der Existenz der wahren Kofinalitdt herstellen.

2.1 A-méichtige Ideale

Wir definieren zunéchst den Begriff des A-méchtigen Ideals. Die Idee ent-
spricht dem Vorgehen in [2] und in [11].

Definition 2.1 Es sei H eine Familie von Halbordnungen. Ein echtes Ideal
I heiBt A-méchtig fiir H, falls zu jedem B € It ein Ideal J D I mit B € J*
existiert, so da [] H/J eine \-gerichtete Halbordnung ist.

Wie angekiindigt, wollen wir zeigen, daf3 ein Ideal I genau dann A-méchtig
fiir H ist, wenn [] H/I eine \-gerichtete Halbordnung ist. Eine Richtung ist
trivial, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.2 Es sei [[ H/I eine \-gerichtete Halbordnung. Dann ist I ein
\-mdéchtiges Ideal fiir H.

Beweis: Es sei B € I'". Wir haben zu zeigen, daf} ein Ideal J D I mit B € J*
existiert, so daB [[ H/J eine A-gerichtete Halbordnung ist. Offensichtlich
konnen wir J := I wéahlen. |

Um die umgekehrte Richtung zeigen zu kénnen, miissen wir eine einschran-
kende Bedingung an die Familie H voraussetzen. Diese Bedingung wird nun
definiert.

Definition 2.3 Eine Familie / von Halbordnungen heifit progressiv, falls
fir alle a € A die Halbordnung (H,, <,) eine |A|""-gerichtete Halbordnung
ist.

Wir kénnen nun das angestrebte Resultat fiir progressive Familien von Halb-
ordnungen beweisen. Der Beweis ist eine Variante des entsprechenden Resul-
tates in [1].
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Satz 2.4 Es sei H eine progressive Familie von Halbordnungen und I sei
ein A-michtiges Ideal fiir H. Dann ist b([] H/I) > X, also ist [[H/I eine
A-gerichtete Halbordnung.

Beweis: Es sei p := b([[ H/I). Da H progressiv ist, ist nach Lemma 1.12
die Halbordnung [] H und damit [] H/I ebenfalls |A|**-gerichtet, also ist
p > |AlTt. Nach Lemma 1.9 ist p regulidr und wir kénnen eine <;-wachsende
Folge f = (fa : a < u) von Elementen von [] H auswihlen, die unbeschriinkt
bzgl. <; ist.

Wir nehmen nun g < A an und fithren dies zu einem Widerspruch.

Rekursiv definieren wir eine Folge (gg : 5 < |A|1), die bzgl. < wéchst. Es sei
go € [] H beliebig. Fiir Limeszahlen v < |A|* kénnen wir nach Lemma 1.12
eine <-obere Schranke g, von {gs : # < v} wéhlen.

Fiir den Nachfolgerschritt sei nun gg gewéhlt. Da gz keine obere Schranke
von f ist, existiert ein a(8) < p mit C(fas),95) € I

Da I ein A-méchtiges Ideal ist, existiert ein J O I mit C(fa(s),98) € J,
so daB (] H, <) eine A\-gerichtete Halbordnung ist. Insbesondere existiert
nach Annahme eine < j-obere Schranke gg,; von f, die wir 0. B.d. A. grofier

als gg annehmen konnen.

Nun gilt fiir alle a € p\ «(5)
C(fongﬂ) 2 C(fong,@-i-l))

denn nach Lemma 1.20 gilt zundchst C(fa,93) 2 C(fas gp+1). Ferner ist
C(fatp),98) € J©. Wieder mit Lemma 1.20 folgt C(fa(s),98) <1 C(fa,9s)
und damit C(f,,95) € JT. Nach Wahl von g4 ist aber C(fa, 9s+1) € J,
also sind diese beiden Mengen verschieden.

Sei nun o* := sup{a(B) : B < |A|"} < p. Dann ist (C(far,95) : 5 < |4])
eine streng monoton fallende Folge von Teilmengen von A, ein offensichtlicher
Widerspruch. Also gilt x4 = b([] H/I) > X und nach Lemma 1.7 ist [] H/I
eine A-gerichtete Halbordnung. 0J

Zusammen mit dem folgenden Lemma erhalten wir damit die erste Moglich-
keit, das Ideal J.\(H) zu definieren.



2.1.  A\-machtige Ideale 23

Lemma 2.5 FEs sei H eine Familie von Halbordnungen. Ist T # () eine Men-
ge von A-mdchtigen Idealen fiir H, so ist auch (\T' ein A-mdchtiges Ideal fiir
H.

Beweis: Es sei B € ((\I')". Dies bedeutet gerade B ¢ (T, also existiert ein
I €T mit B¢ 1I,d.h. BeI". Dal nach Voraussetzung ein A-méchtiges
Ideal ist, existiert ein J D I mit B € J*,so daB b([] H/J) > A gilt. Es bleibt
also nur noch J O (I" zu zeigen. Dies folgt aus [ € ', also J 2 I D I'. O

Es folgt schlieflich die Definition des grundlegenden Ideals J_)(H).

Definition 2.6 Es sei H eine progressive Familie von Halbordnungen und

A eine Kardinalzahl. Existiert ein A-méchtiges Ideal I fiir H, so setzen wir
Jox(H) :== ({1 : I ist A-miichtiges Ideal fiir H}.
Andernfalls definieren wir J_\(H) := P(A).

Als Konsequenz aus den vorangegangenen Resultaten erhalten wir das fol-
gende Korollar.

Korollar 2.7 Es sei H eine progressive Familie von Halbordnungen und I

ein echtes Ideal auf A. Dann sind dquivalent:
(i) o(TTA/T) = .

(i) T] H/I ist A-gerichtet.

(iii) I ist \-mdchtig fiir H.

(iv) Jox(H) C 1.

Insbesondere gilt also: Eristiert ein Ideal I, so daff [] H/I eine \-gerichtete

Halbordnung ist, so ist J-x(H) das kleinste derartige Ideal.

Wir verzichten zunéchst darauf, weitere Schlufolgerungen zu ziehen. Viele
Eigenschaften werden wir stattdessen im néchsten Abschnitt in abstrakterer

Form herleiten.
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2.2 Ein axiomatischer Zugang

In den beiden folgenden Abschnitten werden wir einen alternativen Zugang zu

dem Ideal J.)(H) angeben, wir werden also insbesondere nicht die Resultate
des letzten Abschnittes verwenden und definieren zunéchst die Grundlage

unseres ,axiomatischen“ Zugangs.
Definition 2.8 Es sei A eine nichtleere Menge. Dann sei
Id(A) := {I CP(A) : I ist ein echtes Ideal auf A}.

Eine Abbildung 7 : Id(A) — CN nennen wir eine Idealabbildung auf A.
Eine Idealabbildung 7 heifit monoton, falls fiir alle I, J € Id(A) gilt

I1CJ = (1) <7(J).
7 heift stetig, falls fir alle ' C Id(A), T # 0 gilt
7(OT) = min{r(I) : I € T'}.

In Lemma 1.25 haben wir bereits gezeigt, daf die Abbildung I +— b(]] H/I)
eine monotone Idealabbildung ist. Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen,
dafl diese Abbildung auch stetig ist, und erhalten damit ein Beispiel fiir eine
solche Idealabbildung. Zunéchst wollen wir jedoch zeigen, dafl sich allein aus
diesen beiden abstrakten Eigenschaften einige wichtige Ergebnisse herleiten
lassen, die wir dann auf unsere spezielle Abbildung I — b([] H/I) anwenden
koénnen.

Lemma 2.9 Es sei 7 eine monotone und stetige Idealabbildung auf einer
Menge A. Dann ezistieren eindeutige (nicht notwendigerweise echte) Ideale
Jy fiir A € CN mat der Eigenschaft

VIield(A) (t(I) > A< JyCI). (%)
Fiir diese Ideale gilt ferner:

(1) Ist Jy echt, so ist T(Jy) > A.

(i) Ist p < X, so gilt J, C Jy.
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(i) Esist A € Wb(r) gdw. Jx G Jy+ gdw. 7(Jx) = A
(iv) |Wh(r)| < 2MI.
Beweis: Sei A € CN. Existiert ein echtes Ideal I mit 7(/) > A, so setzen wir
Jvi={I €ld(A4): 7(I) > A},

sonst sei Jy := P(A).
Wir weisen zunédchst die Eigenschaft (x) nach: Ist I € Id(A) mit 7(1) > A,
so ist nach Definition Jy C I.

Ist umgekehrt I € Id(A) mit J, C I, so ist auch J, ein echtes Ideal. Nach
Fallunterscheidung der Definition gilt also Jy, = ({I € Id(A) : 7(I) > A}
und {7 € Id(A) : 7(I) > A} # (. Aufgrund der Stetigkeit von 7 ist also
7(Jx) > A und mit der Monotonie von 7 folgt 7(1) > 7(J)) > A.

Um die Eindeutigkeit der Ideale zu beweisen, seien .J§ weitere Ideale und es
gelte auch

VI €1d(A) (r(I) > A < J, C I). ()’

Ist J, ein echtes Ideal, so folgt wegen (x) aus Jy C Jy auch 7(J)) > A. Wegen
(%) gilt also J§ C Jy. Insbesondere ist auch J} ein echtes Ideal und aus (x)’
folgt wie eben wegen J§ C J§ auch 7(J}) > A. Mit (x) erhalten wir schlielich
Jy C J5.

Ist J) kein echtes Ideal, so ist auch Jj nicht echt, da wir sonst analog in der
umgekehrten Reihenfolge argumentieren kénnten. Also gilt auch in diesem
Fall J\ = J§.

Wir beweisen nun die iibrigen Eigenschaften, die im Lemma behauptet wer-

den.

(i) Sei Jy ein echtes Ideal. Mit (x) folgt aus J) C J\ wie eben 7(J)) > A.
(ii) Jy sei 0. B.d. A. ein echtes Ideal. Nach (i) gilt dann 7(J)) > A > p, also
auch 7(Jy) > p und nach (x) folgt J, C J,.

(iii) Es sei A € Wh(7). Dann existiert ein I € Id(A) mit A = 7(I). Nach (x)
gilt Jy C I und Jy+ € I, also insbesondere Jy # Jy+. Nach (ii) gilt Jy C Jy+,
also insgesamt J) ; It

Sei nun Jy G Jy+. Dann ist Jy+ € Jy, also gilt nach (%) 7(Jx) 2 AT, d.h. es
gilt 7(Jx) < A. Die Gleichheit folgt mit Hilfe von (i).
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Die dritte Implikation ist trivial.

(iv) Ist A € Wh(7), so kénnen wir nach (iii) ein By € Jy+ \ Jy wihlen. Nach
(ii) ist die Abbildung A +— B, eine injektive Abbildung von Wb(7) nach
P(A), also folgt die Behauptung. O

Um weitere Schlufifolgerungen zu erhalten, beschreiben wir zunéchst die Ge-

stalt der im obigen Lemma erwadhnten Ideale J).

Lemma 2.10 Es sei 7 eine monotone und stetige Idealabbildung und fiir
A € CN sei Jy das Ideal aus Lemma 2.9. Dann ist

J\={BCA:VI€ld(4) (A\Bel = r(I) <\

Beweis: Wir zeigen beide Inklusionen durch Kontraposition.

»,C“Sei BC Aund [ € Id(A) mit A\ B € I und 7(I) > A\. Dann gilt J, C I
nach Lemma 2.9 (). Da I ein echtes Ideal ist und A\ B € [ gilt, folgt B ¢ I,
also auch B ¢ J,.

,2“ Sei B ¢ Jy. Dann ist I := J, | B ein echtes Ideal mit A\ B € [

und J) C I. Aufgrund der Monotonie von 7 und nach Lemma 2.9 (i) gilt
(1) > 7(Jy) > A O

Mit dieser Darstellung der Ideale Jy lassen sich weitere grundlegende Aussa-

gen beweisen.

Lemma 2.11 Sei 7 eine monotone und stetige Idealabbildung, fiir A € CN

sei Jy wie in Lemma 2.9.
(1) Ist X eine Limeskardinalzahl, so gilt Jy = \J{J, : 1 < A}
(i) Es gilt Jy = J{Ju+ : p < A}

(111) Whb(T) besitzt ein Mazimum.

Beweis: (i) Es sei A eine Limeskardinalzahl. Die Ungleichung ,,2* folgt aus
Lemma 2.9 (ii). Ferner ist I := (J{J, : © < A} als Vereinigung einer Kette
von Idealen wieder ein Ideal auf A. Angenommen, es ist Jy ; I, d.h. wir
konnen eine Menge B € Jy \ I wihlen. Dann ist I [ B ein echtes Ideal, das
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die Menge A\ B enthilt. Wegen B € J, folgt p := 7(I | B) < A mit Hilfe
von Lemma 2.10.

Da A eine Limeskardinalzahl ist, gilt auch g™ < A, also ist J,+ C 1 C I [B,
d.h. mit Lemma 2.9 (i) und der Monotonie von 7 folgt

pt <7(Ju+) <7 B) = p,

ein Widerspruch.

(ii) Dies ist lediglich eine Zusammenfassung von (i) und Lemma 2.9 (ii).
(iii) Wir zeigen, dafl max Wh(7) = min{\ € CN : A € J,+} gilt. Sei dazu
A:=min{\ € CN: A € Jy+}. Nach (ii) folgt A ¢ Jy, also gilt Jy & Jy+, d. h.
esist A € Whb(7) nach Lemma 2.9 (iii). Wegen A € Jy+ folgt aus Lemma 2.10
fiir jedes I € 1d(A) die Ungleichung 7(I) < A\™, denn fiir jedes I € Id(A) gilt
A\ A =10 € I. Insgesamt folgt also A = max Wh(r). O

Um im nichsten Abschnitt die Stetigkeit der Abbildung I — b(][] H/I) zu
zeigen, geben wir noch eine zur Stetigkeit dquivalente Bedingung an, die uns
zur Definition der stabilen Ideale fithren wird.

Lemma 2.12 Fs sei A # () und 7 eine monotone Idealabbildung auf A.

Dann sind dquivalent:

(i) T ist stetig.

(11) Zu jedem I € 1d(A) existiert ein B € It, so daf fir alle J € Id(A)
mit J 2 I[B gilt 7(J) = 7(I).

Beweis: ,,(1) = (ii)“ Es sei I € Id(A) und A := 7(I). O.B.d. A. existiere ein
J 21, Je€ld(A) mit 7(J) > A, denn sonst kénnen wir B = A € I'™ wihlen.
Wir betrachten nun das echte Ideal

J = ({J €1d(A) : J D I,7(J) > AT}

Aufgrund der Stetigkeit von 7 gilt auch 7(J*) > AT, ferner ist J* O [I.
Insgesamt folgt also J* 2 I, d.h. wir kénnen ein B € J* \ I wihlen.

Sei nun J D I | B ein echtes Ideal. Wir wollen 7(J) = 7(I) zeigen. Wegen
I C 1B C Jund der Monotonie von 7 gilt 7(I) < 7(J). Angenommen, es
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ist 7(J) > 7(I) = A, also 7(J) > A\". Wegen J € Id(A4) und J D I gilt nach
Definition von J* auch J 2 J*. Also gilt einerseits A\ B € I | B C J, aber
andererseits auch B € J* C J, also insgesamt A € J, ein Widerspruch.

»(i1) = (i)“ Es sei I' eine nichtleere Teilmenge von Id(A) und wir setzen
A:=7(NT). DaI' C I fur alle I € T" gilt, folgt aus der Monotonie von 7
auch A = 7((I') < 7(I) fiir alle I € " und damit A < min{r(I): I € I'}.

Um A > min{7(/) : I € I'} zu beweisen, suchen wir ein I € I" mit 7(/) < .
Da (T ein echtes Ideal auf A ist, existiert nach Voraussetzung eine Menge
Be (OND)f mit 7(J) =7(OT) = A fir alle J O (NT) | B. Wegen B ¢ (T’
existiert ein I € I' mit B ¢ I, also B € I™. Nun gilt (N\T) B C I | B, also
gilt nach Wahl von B insbesondere 7(I [ B) = X\. Wegen I C I | B folgt aus
der Monotonie von 7 schlielich 7(I) < A. O

2.3 Stabile Ideale

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daf§ die Abbildung I ~— b([] H/I)
eine stetige Idealabbildung ist. Wir werden dazu Lemma 2.12 verwenden
und definieren den folgenden naheliegenden Begriff.

Definition 2.13 Es sei H eine Familie von Halbordnungen. Ein echtes Ideal
I auf A heifit stabil fiir H, falls b([] H/J) = b([] H/I) fiir alle echten Ideale
J D 1 gilt.

Bemerkung 2.14 (i) Trivialerweise sind alle maximalen Ideale stabil. Ist
ferner I ein Ideal, so daB [[ H/I eine wahre Kofinalitit besitzt, so ist I
ebenfalls stabil fiir H. In Kapitel 5 zeigen wir, daB8 u.a. fiir den speziellen
Fall der Produkte regulirer Kardinalzahlen auch die Umkehrung gilt.*

(ii) Um die Stetigkeit von I — b([] H/I) zu zeigen, reicht es also in Hinblick
auf Lemma 2.12 das folgende zu zeigen: Ist [ ein echtes Ideal, so existiert ein
B e It mit 6([[H/I|B) =b(] H/I), so daB I | B stabil fiir H ist.

Dies ist nicht iiberraschend, wenn man das folgende Resultat der pcf-Theorie kennt:

Ist @ C Reg progressiv und I ein echtes Ideal auf a, so daf fiir jeden Ultrafilter D mit
DI =0 gilt tef([Ta/D) = A, so gilt auch tcf([Ja/I) = A. Wir werden in Kapitel 5
jedoch auch dieses Resultat ohne die Verwendung von Ultrafiltern beweisen.
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Ein Kernstiick des nun folgenden Beweises ist das folgende Lemma, welches
eine Abwandlung von Lemma 2.1 in [3] ist und das wir spéiter noch einmal
verwenden konnen.

Lemma 2.15 Es sei H eine progressive* Familie von Halbordnungen. Ferner
sei A > |A|* requlir und (fs : o« < \) eine Folge von Elementen von [ H.
Dann existiert ein g € [[ H, so dap fiir alle h € ] H mit g < h die Menge

{a <A C(fong) = C(fom h>}
unbeschrdankt in \ ist.

Beweis: Angenommen, dies ist nicht der Fall. Wir definieren rekursiv eine
<-wachsende Folge (g : 3 < |A|") von Elementen von [] H sowie eine Folge
(ag: B8 < |A|T) von Ordinalzahlen kleiner als A.

Sei go in ] H beliebig. Ist v < |A|* eine Limeszahl und (g3 : 3 < ) bereits
gewihlt, so konnen wir eine <-obere Schranke g, von {gs : § < v} wiklen,
die aufgrund der Progressivitit von H existiert.

Sei nun gs gewihlt. Nach Annahme existiert ein gsy1 € [[ H mit g5 < gz
sowie ein ag < A

Va € A\ ag C(fa,93) # C(fa,95+1)-

Setzen wir nun o := sup{ag : § < |A|T} < A, so erhalten wir eine streng
monoton fallende Folge (C(far,95) : f < |A|*) von Teilmengen von A, ein
Widerspruch. O

Wir sind nun in der Lage, das angekiindigte Resultat zu beweisen.

Satz 2.16 Sei H eine progressive Familie von Halbordnungen und I ein ech-
tes Ideal auf A. Dann existiert ein B € 11, so daf3 I | B stabil ist und es
qilt

b(ITA/11B) = b(I1 A/1).

2Hier wiirde es geniigen, fiir alle a € A nur b(H,) > |A|* vorauszusetzen. Die Progres-
sivitit von H bedeutet gerade b(H,) > |A|T+ fiir alle a € A.
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Beweis: Es sei A := b([[ H/I). Nach Lemma 1.9 ist A regulir und es gibt
eine <;-wachsende Folge f = (f, : @ < ), die in [] H bzgl. <; unbeschrinkt
ist. Da H progressiv ist, erhilt man mit Hilfe der Lemmata 1.28 und 1.29
auBlerdem A > |A|*.

Wir kénnen also Lemma 2.15 anwenden und erhalten eine Funktion g € ] H
wie dort. Da g keine obere Schranke von f sein kann, existiert ein oz < A mit
B :=C(fa,9) € IT.

Um zu zeigen, dal B die geforderten Eigenschaften erfiillt, geniigt es, wenn
wir zeigen, daB fiir jedes echte Ideal J D I'| B gilt b([]H/J) = A. Sei also
J D I | B ein echtes Ideal. Wegen I [ B D I gilt nach Lemma 1.25 zunéchst
6([TH/J) > X\ Um b(J[]H/J) < X\ zu zeigen, zeigen wir, daf die Folge
(fa : @ < A) auch unbeschriankt bzgl. < ist.

Angenommen es ist h € [[ H eine <j-obere Schranke von f. Ohne Ein-

schriankung koénnen wir g < h annehmen, denn H ist progressiv.
Nach Wahl von g existiert dann ein 8 € X\ a mit C(f3,9) = C(f3, h).

Dann ist einerseits
B =C(fa,9) C1 C(fp,9) = Cf,h) € J,
andererseits aber auch
ANC(fug) = A\B€IBCJ
d. h. insgesamt folgt A € J, ein Widerspruch. O

In Hinblick auf Lemma 2.12 ist somit auch die Stetigkeit der Abbildung
I — b(]] H/I) gezeigt. Wir kénnen also die Resultate des letzten Abschnittes
direkt iibertragen und erhalten das folgende Korollar, dessen zweiter Teil eine

alternative Definition des Ideals J.\(H) darstellt.

Korollar 2.17 Es sei H eine progressive Familie von Halbordnungen. Dann
qilt:

(i) Ist T # () eine Menge von echten Idealen auf A | so gilt

([T /L) = min{b([[H/I): [ €T}.
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(i) Emistiert ein Ideal I auf A mit 6([]H/I) > X, so ist

Jox(H) = ({I : I echtes Ideal mit b([]H/I) > \}.

Anderenfalls ist Jo\(H) = P(A).

Es ist nun naheliegend, in Analogie zur pcf-Theorie noch die folgende Defi-
nition zu vereinbaren.

Definition 2.18 Ist H eine Familie von Halbordnungen, so definieren wir
durch

pb(H) := {b([TH/I) : I echtes Ideal auf A}
die Menge der moglichen Beschrinktheitszahlen von H.

Der Ubersicht wegen wiederholen wir noch einmal die im vorigen Abschnitt
erzielten Resultate.

Korollar 2.19 Es sei H eine progressive Familie von Halbordnungen. Dann
gilt:

(i) Ist Jox(H) ein echtes Ideal, so gilt b(]] H/J-x(H)) > X, folglich ist
[1H/Jx(H) eine A-gerichtete Halbordnunyg.

(11) Ist pp < X, so ist Jo,(H) C Jon(H).
(i4i) Ist I ein echtes Ideal, so gilt b([TH/I) > X\ gdw. J-x(H) C I.

(iv) Es sind dquivalent:

(a) X € pb(H),
(b) Jox(H) G Jax+ (H),
(¢) b(ITH/Jon(H)) = A
(v) |pb(H)| < 241,
(vi) Jex(H)={B C A:VIeld(A) (A\Bel = b([H/I) <N}

(vii) Ist X Limeskardinalzahl, so gilt Jox(H) =, \ J<u(H).

p<A



2.3. Stabile Ideale 32

(viir) Es gilt Jox(H) = U, J<p+ (H).

(iz) pb(H) besitzt ein Mazimum.
Wir geben noch ein weiteres zur pcf-Theorie analoges Resultat an.

Lemma 2.20 Es sei H eine progressive Familie von Halbordnungen und X
eine Kardinalzahl. Ist B € Jox+(H) \ Jox(H), so ist Jox(H) | B ein stabiles
Ideal mit

b([[H/JA(H)[B) =X

Beweis: Es reicht zu zeigen: Ist J D J.x\(H) | B ein echtes Ideal, so gilt
6([TH/J) = X Sei also J D Jo\(H) | B.

Es gilt Jox(H) C J, also folgt nach Korollar 2.19 (iii) die Ungleichung
b(ITH/J) = A

Angenommen, es wire Joy+(H) C J. Dann wiire B € J_y+(H) C J und
A\ B € J.»(H)| B C J, also J kein echtes Ideal. Dieser Widerspruch zeigt
Jox+ (H) € J und wieder nach Lemma 2.19 (iii) folgt auch b([] H/J) < \.0O

Fiir die Werte A = |A|", A = |A|"" usw. konnen wir direkt angeben, wie das
Ideal J.(H) aussieht. Dies ist zwar hinsichtlich der typischen Anwendungen
der pcf-Theorie nicht interessant, befreit uns aber davon, im néchsten Kapitel
die dortigen Resultate zum Existenzbeweis der sogenannten Generatoren in

ihrer starksten Form zu beweisen.

Lemma 2.21 Es sei H eine progressive Familie von Halbordnungen. Fiir

alle n < w, ist Jojapnr(H) das von der Menge {a € A : b(H,) < |A|™"}
erzeugte Hauptideal, d. h. es gilt

J<\A\+n+1(H) ={BC A:Va€ Bb(H,) <|A|™}.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung durch vollsténdige Induktion. Es ist
b([TH/{0}) = 6([[ H) = min{b(H,) : a € A} > |A|* nach Lemma 1.12,
also gilt Joja+(H) C {0} = {B C A:Va € B b(H,) < |A|} nach Korol-
lar 2.19 (iii). Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.
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Zum Beweis des Induktionsschrittes gelte die Behauptung fiir n < w und es

sel

={BC A:Va€e Bb(H,) <|AT}.

Offensichtlich ist J ein Ideal. Um J aj+n+2(H) C J zu zeigen, kénnen wir
0.B.d. A. annehmen, dal J ein echtes Ideal ist. Dann gilt

liminf;(b(H,) : a € A) > |A|THL.

Nach Lemma 1.29 ist also b([] H/J) > |A|*™™"2, d.h. es ist J_ grnr2(H) C J
nach Korollar 2.19 (iii).

Es bleibt also J C Jap+n+2(H) zu zeigen. Da nach Induktionsvoraussetzung

{a € A:b(H,) < |AI™} € J<‘A|+n+l(H) - J<‘A‘+n+2(H) gilt, reicht es zu

zeigen, dafl auch

B:={ae€ A:b(H,) = |A|™"} e J<|A|+n+2(ﬁ)

gilt. Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann ist I := J | ajtn+2(H) [ B ein
echtes Ideal, also miifite b(]] H/I) > |A|*"*2 gelten. Es ist jedoch B =; A,
nach Lemma 1.31 folgt also b(][] H/I) = |A]*"!, ein Widerspruch. O



Kapitel 3
Kombinatorische Hilfsmittel

Ziel dieses Kapitels ist es, ein kombinatorisches Resultat von S. Shelah zu
beweisen, das wir fiir den Beweis der Existenz von Generatoren verwenden
konnen. Im ersten Abschnitt fithren wir dazu das Modell H(O) ein, welches
sich auch als ein kombinatorisches Hilfsmittel auffassen lafit, wie E. Weitz in
[11] dargelegt hat.

Im zweiten Abschnitt beweisen wir dann zunéchst ein Resultat von S. Shelah
iiber sogenannte ,,club guessing sequences®. Dieses verwenden wir zusammen
mit der Methode des Modells H(©) anschliefend, um das Hauptresultat die-

ses Kapitels zu beweisen.

3.1 Das Modell H(O)

Um das Modell H(©), das ein beliebtes Hilfsmittel der modernen Mengenleh-
re darstellt, einzufiihren, beginnen wir mit einigen benétigten Definitionen.

Definition 3.1 Eine Menge z heifit transitiv, falls fiir alle y € x gilt y C .
Die transitive Hiille von z ist definiert durch

te(z) ;== ({y 2 x : y transitiv}.

Zu jeder Menge x existiert eine transitive Obermenge, ist ndmlich x € V,
fiir ein o € ON;, so ist V, transitiv und es gilt  C V,,. Da ferner der Durch-
schnitt transitiver Mengen wieder transitiv ist, ist tc(z) stets die kleinste

34
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transitive Obermenge von . Die Operation tc(x) hat die damit die iiblichen
Eigenschaften eines Hiillenoperators, eine weitere Eigenschaft halten wir im

folgenden Lemma fest.
Lemma 3.2 Ist x eine Menge, so gilt tc(x) =z U | J{tc(y) : y € z}.

Beweis: ,2“ Zunéchst gilt sicher x C tc(x). Es bleibt noch zu zeigen: Ist
y € x, so ist te(y) C te(z).

Sei also y € . Wegen = C te(x) gilt auch y € te(z) und da te(z) transitiv
ist, folgt y C te(x), d.h. te(x) ist eine transitive Obermenge von y. Nach
Definition von tc(y) folgt te(y) C te(x), was zu zeigen war.

»C“ Nach Definition von tc(x) reicht es zu zeigen, dafi x U | J{tc(y) : y € =}
eine transitive Obermenge von x ist. Nach Ersetzungsaxiom ist es eine Menge,
offensichtlich eine Obermenge von .

Um die Transitivitdt zu beweisen, sei z € U [J{tc(y) : y € z}. Ist z € «x,
so gilt z C te(z) C J{te(y) : v € x}. Anderenfalls existiert ein y € = mit
z € tc(y). Da te(y) transitiv ist, gilt z C te(y) C U{tc(y) : y € z}. O

Wir kénnen nun die von uns verwendete Menge H(O) definieren.
Definition 3.3 Ist © eine Kardinalzahl, so definieren wir

H(©) :={x: |tc(x)] < B}.

Zunéchst iiberlegen wir uns, dafl H(©) eine transitive Menge ist, und zeigen

einige starke Abgeschlossenheitseigenschaften von H(©).
Lemma 3.4 FEs sei O eine requlire Kardinalzahl.

(1) H(©) ist eine transitive Menge.

(11) Ist x C H(©) mit |z| < O, so ist x € H(O).
(i1i) Ist x € H(©) undy C x, so ist y € H(O).

Beweis: (i) Ist y € x € H(O©), so gilt y C tc(z), also auch tc(y) C te(x) und
somit |te(y)| < |te(x)| < ©. Also ist H(O) transitiv.
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Um zu zeigen, da8 H(O) eine Menge ist, zeigen wir H(©) C V. Dazu zeigen
wir die Aussage

Ve(r € HO) = x € V)

durch Induktion iiber die €-Relation. Sei also z € H(O) und es gelte die
Induktionsvoraussetzung Vy € z(y € H(©) = y € Vo).

Ist y € z, so ist aufgrund der Transitivitit von H(O) auch y € H(©). Nach
Induktionsvoraussetzung ist also auch y € V. Da © eine Limeszahl ist,
existiert ein a(y) < © mit y € V).

Da © regulédr und |z| < [tc(r)| < © gilt, ist a := sup,¢, a(y) < O, also gilt
rCV,, dh xeV, Cle.

(ii) Sei x € H(O) mit |z| < ©. Fiir y € x ist damit |tc(y)] < ©. Wegen
te(z) = 2UlJ, ¢, te(y) folgt aus der Regularitit von © auch |te(z)| < ©, also
x € H(O).

(iii) Sei x € H(O) und y C z. Da H(O) transitiv ist, gilt + C H(O), also
auch y C H(©). Ferner ist y C = C te(z), also |y| < |z| < |te(x)| < ©. Nach
(ii) gilt also y € H(O). O

Mit Hilfe des obigen Lemmas zeigt man leicht, dafl H(©) auch gegen viele
Operationen, die wir haufig benutzen, abgeschlossen ist. Sind beispielsweise
x,y € H(O) und ist f : 2 — y, so sind auch (Jz, z Uy, x Ny, {z}, {z,y},
(xz,y), x x y, f, Db(f), Wb(f) und f(z) Elemente von H(O).

Leider sind die Mengen H(O) fiir unsere Zwecke zu grofi. Um kleinere Teil-
mengen von H(©) mit hinreichenden Abgeschlossenheitseigenschaften zu er-
halten, betrachten wir H(©) in der folgenden Weise als Modell der Mengen-
lehre.

Ist ©(zg,...,z,) eine Formel', M eine Menge und sind zg,...,r, € M,
so steht die Aussage ,in M gilt ¢(xg, ... ,2,)" und die von uns dafiir ver-

wendete Schreibweise M = ¢(zo,... ,x,) fiir die Relativierung der Formel

IMit Formel ist stets eine Formel der Pridikatenlogik erster Stufe zur Sprache der
Mengenlehre, also mit dem zweistelligen Prédikat €, gemeint. Da die Resultate dieser
Arbeit als ,in ZFC beweisbar® zu verstehen sind, wir aber selbstverstidndlich auf ei-
ne — im Prinzip durchfiihrbare — formale Ausarbeitung verzichten, verstehen wir auch
Eigenschaften wie z.B. ,x ist transitiv® als Formeln, hier beispielsweise als die Formel
Yy (y € x =Vz (2 €y = z € x)). In diesem Sinne sind Aussagen iber Formeln natiirlich
als metasprachliche Bemerkungen zu verstehen.
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o(xo, ... ,x,) bzgl. M. Diese Relativierung ist grob gesprochen diejenige For-

mel, die entsteht, wenn man alle Vorkommen von Vz und 3z in ¢(xq, ... ,x,)
durch Vo € M bzw. 3z € M ersetzt, und wird mit p(xq,. .. ,2,) bezeich-
net.

Eine genauere Einfiihrung zu diesem Thema findet der Leser in [4] oder in [6].
Dort wird z. B. auch mit Hilfe der starken Abgeschlossenheitseigenschaften
gezeigt, daf fiir iiberabzdhlbare reguldre Kardinalzahlen © alle Axiome von
ZFC bis auf das Potenzmengenaxiom in H(©) gelten.

Anstelle der Mengen H(©) verwenden wir die im folgenden definierten ele-
mentaren Unterstrukturen. Dadurch erhalten wir mit Hilfe des Satzes von
Lowenheim und Skolem kleinere Mengen, verlieren jedoch die starken Abge-
schlossenheitseigenschaften aus Lemma 3.4. Die Abgeschlossenheit gegeniiber
vielen mengentheoretischen Operationen gewinnen wir jedoch spéater mit Hil-
fe der Absolutheit von Formeln zuriick. Wir beginnen nun damit, das hier

skizzierte Vorgehen zu prézisieren.

Definition 3.5 Eine Menge M C H(O) heifit elementare Unterstruktur
von H(O), falls fiir alle Formeln? ¢(z1, ... ,z,) und alle z1,... ,x, € M gilt

M E o(x,...,2,) < HO) E @(z1,...,2,).

Die Existenz kleinstmoglicher elementarer Unterstrukturen, die gewisse vor-

gegebene Elemente enthalten, liefert der folgende Satz.

Satz 3.6 (Lowenheim, Skolem) Es sei O eine requldre Kardinalzahl und
X C H(O). Dann existiert eine elementare Unterstruktur M von H(©) mit
X C M und |M| <|X] - Ry.

2Der aufmerksame Leser wird bemerken, daf es sich in dieser Form nicht um eine forma-

le Definition handelt. Um eine formal korrekte Definition und einen Beweis des folgenden
Satzes durchfithren zu kénnen, miifiten wir zu jeder Formel ¢ als formales Gegenstiick eine
Menge (d. h. genauer ein Klassenterm) "¢ definieren. Damit wiire es moglich, eine geeig-
nete formale Relation |= zu definieren und schliefllich durch metasprachliche Induktion
iiber den Aufbau der Formeln zu zeigen, da8 fiir jede Formel ¢(xq, ... ,z,) gilt

VM Yag,...,an € M ((M,(ao,... ,an)) ETp? < plag,... ,an)M).

Dies wiirde dazu fiihren, das (formal korrekt definierte) elementare Unterstrukturen insbe-
sondere die in der Definition angegebene Eigenschaft besitzen. Daher ignorieren wir dieses
Problem und verwenden die obige, fiir unsere Zwecke besser geeignete, Definition.
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Um auch fiir elementare Unterstrukturen die Abgeschlossenheit gegeniiber
vielen mengentheoretischen Operationen zu erhalten, verwenden wir den fol-

genden metasprachlichen Begriff.

Definition 3.7 Eine Eigenschaft o(z1, ... ,z,) heifit absolut fiir eine Men-
ge M, falls fiir alle x1,... ,z, € M gilt

o(x1, ..., xn) & M E@(xy,...,x,).

Das folgende Lemma ist grundlegend fiir die Anwendung absoluter Formeln,
um Abgeschlossenheitseigenschaften von H(©) auf elementare Unterstruktu-

ren zu iibertragen.

Lemma 3.8 Ist o(Z,y) absolut fir H(©) und gilt
Vi€ H(©) Jy € H(O) ¢(Z,y),
so gilt auch fiir jede elementare Unterstruktur M von H(O)
Ve M Jy e M o(Z,y).

Insbesondere gilt: Ist F(Z) eine Operation, gegen die H(©) abgeschlossen ist
und ist die Formel y = F(Z) absolut fir H(©), so ist auch jede elementare
Unterstruktur von H(©) abgeschlossen gegen F(Z).

Um Formeln zu erhalten, die absolut fiir H(©) sind, 148t sich die Transiti-
vitat von H(©) verwenden. So sind Formeln, die nur beschrinkte Quantoren
der Form dx € y, Vx € y enthalten, absolut fiir jede transitive Menge. Da-
mit erhélt man z. B. die Absolutheit der entsprechenden Formeln fiir die im
Anschlufl an Lemma 3.4 angegebenen Beispiele.

Tatséchlich besitzt das Modell H(©) weitaus stidrkere Absolutheitseigen-
schaften; in [2] findet man eine ausfithrliche Beschreibung dieses Sachver-
haltes. Auch die von uns im folgenden benotigten absoluten Formeln kann
man entweder dort finden oder leicht selbst herleiten.

Wir geben noch ein erstes einfaches Beispiel fiir die Verwendung dieser Me-
thode an, das wir spéter verwenden konnen.

Lemma 3.9 Es seien A\ < O regulire Kardinalzahlen, E ein Club in A und
M eine elementare Unterstruktur von H(©) mit A\, E € M und |M| < A.
Dann ist sup(M NA) € E.
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Beweis: Es gilt Voo < A 33 € E o < . Da diese Formel absolut fiir H(O)
ist und A\, E € M gilt, erhalten wir auch M = Va < XA 33 € E a < 3. Dies
bedeutet aber gerade

Yae MNAIBEMNE a< 8.

Wegen | M| < A und da A regulér ist, gilt sup(M NA) < A. Weil E ein Club in
A ist, reicht es noch zu zeigen, dafl sup(M N A) ein Haufungspunkt von F ist.
Sei dazu v < sup(M N A). Dann existiert ein a € M N A mit v < a. Aufgrund
der obigen Aussage existiert dazu ein € M N E mit v < 3. Wegen £ C A
gilt auch € M N A alsoy < G <sup(MNA) und g € E. O

Zum Abschluf} verfeinern wir unsere Methode noch durch den folgenden Be-
griff.

Definition 3.10 Eine Folge (M : £ < k) heifit eine Approximationsfolge
in H(©), falls fiir alle £ < & gilt:

(i) M ist eine elementare Unterstruktur von H(O).
(i) Mg © Meys.
(iii) Ist £ Limeszahl, so ist M = {J,_ Mc.
(iv) (M :¢ <§) € Mgy

Die Eigenschaften (i) bis (iii) besagen, dafl eine Approximationsfolge in H(O)
eine stetige Kette von elementaren Unterstrukturen von H(©) ist. Durch ein
weiteres Standardresultat der Modelltheorie erhalten wir wieder Approxi-
mationsfolgen, die evtl. vorgegebene Elemente enthalten, aber nicht zu grof3
werden.

Lemma 3.11 Es sei 9 eine Kette von elementaren Unterstrukturen von
H(©), d.h. fir alle M, N € I gelte M C N oder N C M. Dann ist auch
U eine elementare Unterstruktur von H(O).

Lemma 3.12 Seien u > N regulir und k < p. Es sei X C H(O) mit
| X| < p und fir & < k sei Ye C H(O) mit |Ye| < p. Dann ezistiert eine
Approzimationsfolge (Mg : € < k) in H(O) mit X C My, Ye C Meyy und
|Me| < p fir alle £ < k.
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Beweis: Wihle eine elementare Unterstruktur M, von H(O) mit X C M,
und | M| < |X|- Ry < p.

Im Nachfolgerschritt wihle Mgy mit Me UY: U {(M: ¢ <€)} € Meyy und
[Mer| < ([Me| + [Ye[ +1) - Ro < pu.

Ist £ < r Limeszahl, so gilt [{J.. M¢| < i, denn es gilt x < p und p ist
reguléir. Also setzen wir M == (J . M. O

Die folgenden niitzlichen Lemmata zeigen, wie insbesondere Eigenschaft (iv)
der Definition der Approximationsfolgen dafiir sorgt, daf§ die Strukturen sehr
reichhaltig werden.

Lemma 3.13 Es sei (M : £ < k) eine Approzimationsfolge in H(©). Dann
gilt fir alle £ < k:

(i) € C Me.
(i) Ist ¢ <&, so ist My € M.

Beweis: Offensichtlich gilt zunéchst fiir alle { < £ < k die Eigenschaft
M, C M. Wir verwenden nun die Abgeschlossenheit von H(O) gegeniiber
den Operationen Db(f), [Jx und f(x) sowie die Absolutheit der entspre-
chenden Formeln.

Ist £ < Kk, sogilt £+1=Db(M:(¢<E) € Mgy, Also gilt fiir ¢ < € stets
¢C=U(+1) € M1 C Mg, damit ist also & C M, gezeigt. Ferner ist auch
Me = (M : £ <)) € Mepq € M, also ist (ii) bewiesen. O

Lemma 3.14 Seien A < O regulir und (Me @ £ < k) eine Approzima-
tionsfolge in H(O) mit X € My und |Me| < X\ fir alle £ < k. Dann ist
(sup(Me N A) : € < k) eine Normalfolge von Ordinalzahlen kleiner als \.

Beweis: Wegen | M| < A gilt sup(Me N A) < A fiir alle £ < k. Die Stetigkeit
der Folge folgt sofort aus der Stetigkeit der Folge (M : £ < k). Es bleibt also
noch sup(M N A) < sup(MeNA) fiir ¢ < € < k zu zeigen. Ist also ( < § < &,
so gilt M, € M, nach vorherigem Lemma. Ferner ist nach Voraussetzung
A € My C M. Damit folgt auch M, NA € M, sowie i := sup(M N A) € M.
SchlieBlich erhalten wir auch n+1 = nU{n} € M N\, also gilt offensichtlich
sup(Me N A) <n+1 <sup(MeNA). O
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3.2 Zweil kombinatorische Resultate

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Resultat iiber sogenannte ,club
guessing sequences®, das von S. Shelah stammt. Zusammen mit den modell-
theoretischen Methoden des vorherigen Abschnittes verwenden wir dieses Re-
sultat schlieflich, um das ebenfalls von S. Shelah stammende Hauptergebnis

dieses Kapitels zu beweisen.

Definition 3.15 Es sei A eine iiberabzdhlbare reguldre Kardinalzahl. Eine
Folge (Cy : a € S) heiBt Clubfolge in A, falls S C Lim stationdr in A ist
und fiir alle a € S die Menge C,, ein Club in o mit otp C, = cf(«) ist.

Die Existenz einer Clubfolge ist trivial, denn ist « eine Limeszahl, so existiert
stets ein Club C in a mit otp C' = cf(a). Wir wollen jedoch die Existenz einer
Clubfolge beweisen, die zusétzlich die im folgenden definierte Eigenschaft
besitzt.

Definition 3.16 Eine Clubfolge (C, : @ € S) in A heifit vorhersagend,
falls zu jedem Club F in A ein a € S mit C, C E existiert.

Ziel ist es, unter bestimmten Voraussetzungen eine vorhersagende Clubfolge
zu konstruieren. Dazu wird uns die folgende Operation niitzlich sein, die wir

aus [5] tibernehmen.
Definition 3.17 Es seien C, E C ON Mengen. Dann definieren wir

Dropg(C) :={sup(EN~):v € C}.

Das folgende Lemma zeigt, dafl wir mit Hilfe dieser Operation einen Club C'
in a < A in einen gegebenen Club E in A\ ,versenken® koénnen, wobei auch
das Ergebnis Dropy(C') an geniigend vielen Stellen wieder ein Club in « ist.
Die Idee des Beweises von Satz 3.20 ist dann, dies so oft zu wiederholen,
bis das Ergebnis eine vorhersagende Clubfolge ist. Um dies oft genug tun zu
konnen, benotigen wir die Voraussetzung ™ < A und erhalten dann eine
vorhersagende Clubfolge der Form (C, : a € S2).

Lemma 3.18 Essecia < A, E C X ein Club in A und C' C « ein Club in .
Dann gilt:
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(i) Dropg(C) C E.
(i1) otp Dropg(C) < otp C.

(11i) Ist a ein Haufungspunkt von E, so ist Dropg(C) ein Club in «.

Beweis: (i) Sei 3 € Dropg(C), d.h. es gibt ein v € C' mit § = sup(E N~).
Angenommen, es ist § ¢ E. Wir zeigen 8 = sup(E N ) (und erhalten einen
Widerspruch, da E ein Club ist). Offensichtlich gilt g > sup(E N 3). Ist
umgekehrt 6 < # = sup(E N7), so existiert ein e € E Ny mit 6 < e < 3.
Aufgrund der Annahme 5 ¢ E folgt sogar § < e < 3, alsoist § <e € ENf
und damit haben wir § < sup(E N 3) gezeigt.

C — Dropg(C)
a — sup(FNa)
jektiv, also folgt die Behauptung.

(ii) Die Abbildung

ist monoton wachsend und sur-

(iii) Wir zeigen zunéchst, daB 6 < A genau dann ein Haufungspunkt von
Dropg(C) ist, wenn § sowohl Haufungspunkt von E als auch Haufungspunkt
von C' ist.

Sei also ¢ ein Haufungspunkt von Dropg(C). Dann existiert zunéchst ei-
ne streng monoton wachsende Folge (§; : i < cf(d)) von Elementen von
Dropg(C) N6, die unbeschriankt in § ist.

Nach Definition von Drop(C) existieren ferner v; € C' mit §; = sup(E N~;).
Offensichtlich gilt §; < ;. Wegen sup(E N ;) = 6; < d;41 = sup(E N v;11)
kénnen wir weiterhin ¢; € E N ;.1 wahlen mit ; < g;. Es folgt ¢; < ;41
sowie y; < g;. (Ware g; < 74, so wire g; < sup(E N ;) = §; im Widerspruch
zur Wahl von ¢;.) Insgesamt erhalten wir also §; < v < g; < ;41 < 9,
d.h. es gilt § = sup{y;:i < cf(d)]; = sup\{el- 1< Cf(5)];, also ist ¢ sowohl

cCns CENS
Héaufungspunkt von C' als auch von E.
Sei umgekehrt ¢ ein Haufungspunkt von C' und E. Um zu zeigen, dafl  ein
Héufungspunkt von Drop(C) ist, sei 8 < §. Dann existiert ein ¢ € ENJ mit
B < e sowie ein vy € C'Nd mit € < . Es folgt § < e < sup(EN~y) € Dropg(C)
und sup(EN7y) <y < 6.

Nun kénnen wir leicht (iii) zeigen: Zunéchst gilt sicher Dropg(C) C «, denn
ist 3 € Dropg(C), so existiert ein v € C C amit f=sup(EN~y) <~v < a.
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Dropy(C) ist unbeschrénkt in «, denn « ist nach Voraussetzung ein Héu-
fungspunkt von £ und C.

AuBlerdem ist Dropg(C) abgeschlossen, denn ist § < a ein Haufungspunkt
von Dropy(C), so ist 6 auch ein Haufungspunkt von C. Da C ein Club ist,
folgt § € C, also sup(E N ¢§) € Dropy(C) nach Definition. Weil § auch ein
Héufungspunkt von F ist, folgt 6 = sup(F N d). O

Korollar 3.19 FEs sei (C,, : a € S) eine Clubfolge in X\ und E ein Club in
AX. Dann ist auch (Dropg(C,) : a € SNacc E) eine Clubfolge in .

Beweis: Da auch acc E ein Club in A ist, ist zunéchst S Nacc £ C Lim stati-
ondr in A. Nach dem vorherigen Lemma ist fiir alle « € S Nacc E die Menge
Dropg(C,) ein Club in a. Insbesondere gilt dann cf(a) < otp Dropg(Cl).
Wiederum aus dem vorherigen Lemma folgt schliellich auch noch die Un-
gleichung otp Drop(C,) < otp Cy, = cf(a). O

Wir sind nun in der Lage, einen Satz iiber die Existenz von vorhersagenden

Clubfolgen zu beweisen.

Satz 3.20 (Shelah) Seien k, A regulir, k© < X. Dann ezistiert eine vor-
hersagende Clubfolge (Cy : v € S2).

Beweis: Es sei (C,, : a € S2) eine Clubfolge. Wir zeigen: Es existiert ein Club
E C )\, so daB die Folge (Dropgz(C,) : @ € S} Nacc E) eine vorhersagende
Clubfolge ist.

Angenommen, dies ist nicht der Fall. Wir konstruieren eine absteigende Folge
(E¢ : € < k™) von Clubs in A wie folgt:

Es sei Ey := . Ist F; gewiihlt, so sei C§ := Dropg, (Co) fiir alle o € S2. Dann
ist (C% : o € S2Nacc E¢) nach Korollar 3.19 wieder eine Clubfolge. Aufgrund
unserer Annahme ist sie jedoch nicht vorhersagend, also existiert ein Club
E¢.1, so daB fiir alle « € S} Nacc Eg gilt C4 € E¢yy. Verkleinern wir den
Club E¢i1, so bleibt diese Eigenschaft erhalten, also kénnen wir o.B.d. A.
E¢i 1 C E¢ annehmen.

Ist £ < kT eine Limeszahl, so setzen wir E; := ﬂ( <¢ E¢. Damit ist die
Definition abgeschlossen.
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Sei nun E := (,_.+ E¢. Dann ist E' wiederum ein Club in A. Wir konnen
nun 0 € S Nacc E withlen. Dann ist § € acc Eg fiir alle £ < k7.

Als néchstes zeigen wir, daf3 die Folge (C’g : & < k7) konstant ab einem
¢ < kT ist: Ist B € Cy, so ist (sup(Ee N [F) : £ < k1) eine monoton fallende
Folge von Ordinalzahlen aus C’§ C 4, also existieren (5 < k™ und dg < 0 mit

V¢ € k7 \ (g sup(E¢ N ) = dp.
Setzen wir  := supgec, (s < k', so gilt fiir alle £ € 7\ ¢
C§ = Dropy, (Cs) = {sup(Eg N §) : B € Cs} = {63 : B € Cs}.

Da die letzte Menge gar nicht mehr von £ abhéngt, folgt also die Behauptung.

Insbesondere gilt also C’g“ = Cg ¢ E¢+1 nach Wahl von E¢.y. Nach Lem-
ma 3.18 gilt jedoch C’g“ = DropEHl(C(;) C FE¢yq, ein Widerspruch der
beweist, dafl unsere Annahme falsch ist.

Also erhalten wir einen Club E in A, so dal (Dropgz(C,) : a € S? Nacc E)
eine vorhersagende Clubfolge ist. Setzen wir diese Folge zu einer Clubfolge
auf ganz S fort, so ist diese Clubfolge ebenfalls vorhersagend, also ist der

Satz bewiesen. 0

Es ist moglich, starkere Resultate dieser Form zu erhalten, z. B. 14t sich
unter denselben Voraussetzungen eine Clubfolge (C, : o € S?) angeben, so
daB fiir jeden Club E in A die Menge {a € S} : C, C E} stationér in ) ist.
S. Shelah hat einen ganzen Zoo von Variationen zu diesem Thema untersucht.
Wir begniigen uns hier mit der einfachsten Variante, da sie ausreicht, um das
nun folgende Resultat zu beweisen. Dieses Resultat steht in engem Zusam-
menhang mit dem von S. Shelah definierten Ideal I][)\], auf dessen explizite
Definition wir hier jedoch verzichten.

Der interessierte Leser findet in [9], Kapitel I den Hinweis, daf§ die Existenz
eines stationiiren Menge S C S, die ein Element von I[)] ist, eine hinrei-
chende Bedingung fiir die Existenz von Generatoren ist. Der Beweis, dafl eine
solche Menge existiert, gelang S. Shelah erst spater und kann in [8] gefunden
werden. Wir kombinieren die dort in 1.2 bis 1.5 erzielten Resultate zu dem
folgenden Satz.

Dazu sei jedoch noch bemerkt, dal wir wiederum nicht das stérkstmogliche

Resultat darstellen. Die Voraussetzung x*t+ < X liele sich noch zu k™ < A
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abschwiéchen, fiir uns reicht aber das folgende Ergebnis. Die Darstellung lehnt
sich im wesentlichen an die Darstellung in [5] an.

Satz 3.21 (Shelah) Seien k, A requlir, k™ < X. Dann existiert eine Folge
(Co < X) mit

(i) ca C o, |cal <k,
(1) ist B € cq, S0 gilt cg = co N,
so dafS die Menge
S={a€S): supc, =a}
stationdr in A ist.

Beweis: Es sei zunichst C' = (C, : o € S® ) eine vorhersagende Clubfolge,
die nach Satz 3.20 existiert. Als néchstes sei © > X reguldr. Wir wihlen eine
Approximationsfolge M = (M. : ¢ < \) in H(0) mit st U{x™",\,C} C M,
und |M,| < A fiir alle e < A.

Ferner sei (7. : € < A) eine in A kofinale Normalfolge, so dafl wir fiir alle

€ < A eine injektive Funktion
F.: M. — (7e41 \ 7) N Suce

wéhlen konnen. (Zum Beispiel kann man sich iiberlegen, dafl die Definition
Ve = sup(M.NA) fiir e < A eine solche Normalfolge liefert; die Existenz einer
solchen Folge ist aber wegen |M.| < A fiir alle € < A in jedem Falle trivial.)

Wir definieren ferner fiir alle e < A
P.:= M. NP(e).

Ist z € .., P, so sei

e<A
e(z) :=min{e < A:z € P.}.
Zusétzlich verabreden wir fiir x,y C A die Schreibweise y < z, falls y ein

echtes Anfangsstiick von x ist, d. h. falls es ein £ € z mit y = x N ¢ gibt. Wir
bemerken dazu, dal mit x € P. auch jedes Anfangsstiick von = ein Element
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von P. ist. (Ist ndmlich € P. C M., so ist auch otpz € M, und es gibt
ein f € M., so daBl f : otpx — x der eindeutige Ordnungsisomorphismus
ist. Ferner ist x € P(e), also gilt otpx < supz < e C M,. Ist nun y < z, so
existiert ein v < otpz C M, mit y = f[vy]. Mit f,v € M. ist schlieBlich auch
y €M)

Insbesondere folgt also aus y < x auch £(y) < (). Eine Menge z € |J._, P-
nennen wir minimal, falls fiir alle y < z gilt e(y) < e(z).

Wir wollen nun die Folge (¢, : @ < A) definieren. Dabei werden wir wie
folgt vorgehen: Zunéchst definieren wir ¢, fiir alle Nachfolgerzahlen, also alle
a € ANSucc. Da jede Menge ¢, nur Nachfolgerzahlen enthalten wird, konnen

wir jetzt bereits die gewiinschten Eigenschaften nachweisen.

Um ¢, auch fiir Limeszahlen zu definieren, zeigen wir dann, dafl die Menge
S={a€S):IcCanSuc (supc=a,|c| <k, VB Ececs=cNpPB)}
stationér in A ist. Dann reicht es, fiir & € S die Menge ¢, geméf der Definition

der Menge S zu wihlen und sonst ¢, = () zu setzen.
Sei also nun a € ANSuce. Falls kein = € (J,_, P- mit [z| < x und a = F, ()

existiert, setzen wir ¢, := ().

e<A

Falls jedoch ein solches z existiert, so ist es aufgrund der Wahl der Funktionen
F. eindeutig durch a bestimmt. Wir setzen dann

Ca :={F.»(y) : y < x,e(y) < e(x),y minimal}.
Ebenfalls nach Wahl der Funktionen F} ist ¢, C Succ. Wir zeigen nun die
Eigenschaften (i) und (ii) fiir alle Nachfolgerzahlen o < A.
Sei dazu a € A N Succ. Ist ¢, = (), so ist nichts zu zeigen. Sei also ferner
€ J.oy P mit [z| <k und a = F, ().
(i) Ist y <  mit e(y) < e(x), so gilt FLy)(y) < Ve)+1 < Ve(@) < Few)(2) = o,

also gilt ¢, C a.

Aus |z| < k folgt |co| < K, da jedes Element von ¢, durch ein echtes An-
fangsstiick von = gegeben wird.

(ii) Es sei 8 € ¢,. Wir haben cg = ¢, N [ zu zeigen. Zunéichst existiert nach
Definition von ¢, ein minimales y < = mit £(y) < e(x) und 3 = FL)(y).

Ist v € cg, so existiert z < y minimal mit e(z) < e(y) und v = F.»)(2). Es
gilt dann auch z < z, €(z) < e(x) und die Minimalitét von z bleibt natiirlich
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erhalten. Also gilt auch v € ¢,. Sicher gilt auch v < 3, denn es ist cg C 3
nach (i).

Ist umgekehrt v € ¢, N 3, so existiert ein minimales z < x mit £(2) < e(x)
und v = F;)(2). Wire z = y, so wire 3 = . Wire y < z, so wire aufgrund
der Minimalitdt von z auch e(y) < &(z) und damit ergibt sich § < v mit
demselben Argument wie oben. Also mufl z < y gelten. Da auch y minimal
ist, folgt e(2) < (y), d. h. es gilt v € cg, was zu zeigen war.

Damit sind die Mengen c, fiir Nachfolgerzahlen also zufriedenstellend defi-
niert. Wir zeigen nun, dafl wir die Folge an geniigend vielen Stellen av < A
mit cf(a) = K geeignet fortsetzen konnen. Dazu zeigen wir zunéchst, dafl die
Menge

T={aeS): Iz Calsupr =a,otpr =k,Vy <z e <ayec P.)}

stationdr in A ist. Sei dazu E ein Club in A.

Wir wéhlen eine Approximationsfolge (Ng : £ < k) mit | Ng| = x™ fiir alle
<kt und kTP U{kTT N\ E,C, M} C No.

Es sei 0¢ := sup(Ng N A) < A fiir alle £ < k11, Dann ist (6 : £ < k™) eine
Normalfolge nach Lemma 3.14.

Sei 0 := sup{bs : £ < kTT} < A. Dann sind £*F,0 € My, also kénnen wir
f € My, 1 wihlen, so dafl f: k™" — 6 eine in # kofinale Normalfunktion ist.

Setzen wir

D:={{ <k f(§) = O},

soist D ein Club in x**. Nach Wahl der vorhersagenden Clubfolge C existiert
ein § < kT mit cf(d) = &, so daBl Cs C D ein Club in 6 mit Ordnungstyp ~
ist.

Wegen A\, E € Ns gilt 5 = sup(Ns N \) € E nach Lemma 3.9. Wir zeigen
nun, dafl auch 05 € T gilt. Sicher ist cf(05) = cf(d) = k.

Setze nun x := {0 : £ € Cs}. Offensichtlich gilt supz = 65 und otpz = &.
Es bleibt zu zeigen, daB fiir jedes echte Anfangsstiick y < x gilt e(y) < 05,
d.h. daf ein € < 65 existiert mit y € P..

Um dies zu zeigen, sei also y < x. Dann existiert ein { < 6 < k™1, so dafl

y=H0::£c€Csn(¢={f(&: &£ Csn(l,
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wobei die Gleichheit der Mengen aus der Definition von D und der Wahl von
0 mit Cy C D folgt.

Mit Hilfe von (,d,C, f € My, erhélt man auch y € My, ;. AuBerdem gilt
wegen (Ng : € < (), A € Negq auch (0 1 € < () € Neyq und damit erhélt man
wie eben y € N¢yq. Mit A\, M € Ny C N, folgt also

Nepp EJe< A (ye M(e) Ay Ce).

Wihlen wir also eine € NepyNAmity € M, undy Ce,d. h.esisty € P;, so
kénnen wir aus ¢ < § schlielen € < 041 < 05, also £(y) < 05, was zu zeigen
war. Wir erhalten also, dafl T" stationér in \ ist.

Wir beenden den Beweis, indem wir noch zeigen, daf§ auch die Menge
S={a€S):IcCanSuc (supc=a,|c| <k, VB Eccs=cNpP)}
stationdr in A ist. Dazu sei wiederum F ein Club in A. Dann ist auch
EF=En{a<A:vy,=a}

ein Club in A und wir kénnen ein o € T'N E’ sowie eine Menge z C o wie in

der Definition von 7" wéhlen. Um a € S zu zeigen, setzen wir
c:={F.(y) : y < z,y minimal}.

Offensichtlich gilt ¢ C Succ und |¢| < k. Um ¢ C « zu zeigen, bemerken wir,
dafl nach Wahl von z fiir alle y < x die Ungleichung ¢(y) < « gilt, folglich
erhalten wir F.,)(y) < Ye@)+1 < Yo = .

Um supc = o zu beweisen, stellen wir fest, dafi e(y) < 7o) < Fly)(y) fiir
alle y < x gilt. Daher kénnen wir uns darauf beschrianken, zu zeigen, dafl die
Menge {e(y) : y < x,y minimal} unbeschrinkt in « ist.

Da fiir y,y' € [J., P- mit y < 3/ stets e(y) < e(y’) gilt, sieht man leicht, dafl

{e(y) y <z} ={e(y) : y < x,y minimal}
gilt. Also reicht es, die Unbeschrénktheit von {e(y) : y < £} nachzuweisen.

Ist nun € < a, so existiert wegen sup z = « ein echtes Anfangsstiick y < x
mit y Ze,d. h.esist y ¢ P. = M. NP(g), also e(y) > ¢.

Die letzte Aussage, ndmlich V3 € ¢ cg = ¢ N [ folgt wortwortlich wie im

obigen Beweis der entsprechenden Aussage fiir ¢, anstelle von c. O



Kapitel 4

(Generatoren

In diesem Kapitel untersuchen wir vor allem das Verhéltnis der Ideale J»(H)
untereinander. Es wird sich herausstellen, daB fiir progressive Familien H

dieses Verhiltnis so einfach wie moglich ist. Ist némlich Joy(H) & Jox+(H),

also A € pb(H), so existiert eine Menge B € J_\+(H), die dieses Ideal iber

Jox(H) erzeugt, d.h. es gilt J_+(H) = Jox(H)|[B].

4.1 Generatoren und stabile Ideale

Wir beginnen mit der oben angedeuteten Definition der Generatoren und

gehen zunéchst auf den Zusammenhang zum Begriff des stabilen Ideals ein.

Definition 4.1 Ist A eine Familie von Halbordnungen und A eine Kardi-

nalzahl, so nennen wir eine Menge B € J_,+(H) einen Generator (von

Joxt+ (H)), falls gilt
Jox+ (H) = Jox(H)[B],

d.h. fiir alle C € Joy+(H) gilt C\ B € Jo\(H).

Wir hatten J_\(H) als das kleinste A\-michtige Ideal fiir H definiert, falls
ein solches Ideal existiert. Die Existenz von Generatoren liefert ein weiteres
minimales Ideal, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 4.2 Es sei A\ € pb(H) und B ein Generator von J.y+(H). Dann ist
JAH)IB={I:b6(JH/I)= A1 stabil}.

49
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Folglich ist J-x(H)| B das kleinste stabile Ideal I mit 6([JH/I) = .

Beweis: Es ist Jox(H) & Joy+(H) nach Korollar 2.19 (iv). Also gilt sicher

)
B € Joy+ (H)\ Joa(H) und nach Lemma 2.20 ist Jox(H) | B ein stabiles Ideal
mit b([] H/J<x(H) | B) = . Insbesondere gilt damit die Inklusion , 2%,

,C* Sei I ein stabiles Ideal mit b([] H/I) = A. Nach Korollar 2.19 (iii) gilt
zunichst Joy(H) C I. Es bleibt also noch A\ B € I zu zeigen. Angenom-
men, es ist A\ B ¢ I. Dann ist I[B] O I ein echtes Ideal und aufgrund
der Stabilitit von I gilt auch b([] H/I[B]) = X. Andererseits ist jedoch
Jox+ (H) = Jo5(H)[B] C I[B], also miiBte b([] H/I[B]) > At wieder nach

Korollar 2.19 gelten, ein Widerspruch. 0

Im Rest dieses Abschnitts wollen wir noch zeigen, dafl die Existenz eines
kleinsten stabilen Ideals auch umgekehrt die Existenz eines Generators im-
pliziert. Zusammen mit dem anschliefenden Lemma 4.5 liefert dies eine Al-

ternative fiir einen Beweis der Existenz von Generatoren.

Wir beginnen mit einem vorbereitenden Lemma. Einen Spezialfall dieses

Lemmas haben wir schon in Lemma 2.20 betrachtet.
Lemma 4.3 Sei b([[ H/I) = \. Dann sind dquivalent:

(i) I ist stabil.

(i1) TU Joy+(H) erzeugt kein echtes Ideal.

(iii) Es gibt ein B € J_x+(H) mit B =1 A.
Beweis: ,,(i) = (ii)* Angenommen, es gibt ein echtes Ideal J D T U J_y+(H).
Dann ist wegen J O I und der Stabilitit von I auch b(J] H/J) = A. Dies

widerspricht wegen Korollar 2.19 (iii) jedoch J_ +(H) C J.
,(il) = (iii)* Gilt (ii), so existieren B € J_y+(H) und C' € I mit A = BUC,
alsoist A\BC C el ,d h esgilt A\ B €I und somit B =; A.

L(iil) = (1)¢ Sei B € Joy+(H) mit B =; A. Um zu zeigen, dafi I stabil
ist, sei J D I ein echtes Ideal. Angenommen, es ist b([] H/J) > \. Nach
Korollar 2.19 (iii) gilt dann B € Jy+(H) C J, also ist A =; B € J, ein
Widerspruch. O
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Wie bereits erwéhnt, ist Lemma 2.20 ein Spezialfall dieser Aussage: Ist ndm-
lich B € Joy+(H) \ Jox(H), so ist I := J_\(H) | B ein echtes Ideal mit
6([TH/I) = X und B =; A. Also gilt die Eigenschaft (iii) dieses Lemmas.

Lemma 4.4 Es sei b([[H/I) = X\ und I sei das kleinste stabile Ideal mit

dieser Eigenschaft. Dann besitzt J_y+(H) einen Generator.

Beweis: Nach obigem Lemma existiert ein B € J_ +(H) mit B =7 A, d.h. es
gilt A\ B € I. Wir zeigen, dafl dann B ein Generator ist, also die Gleichung
Jox+ (H) = Jo\(H)|[B] gilt. Die Inklusion , D¢ ist klar.

»C“ Wir nehmen an, dafl dies nicht gilt. Dann ist J(H)[B] sicher ein echtes
Ideal. Daher konnen wir Korollar 2.19 (iii) zweimal anwenden und erhalten
6([T H/J<x(H)[B]) = . Mit Hilfe von Satz 2.16 konnen wir ein stabiles Ideal
J 2 Jon(H)[B] mit b(]] H/J) = X wihlen. Nach Voraussetzung ist [ C J,

also gilt A\ B € I C J. Andererseits ist jedoch B € J.\(H)[B] C J, also
insgesamt A € J, ein Widerspruch. O

Das folgende Lemma werden wir nicht verwenden. Es zeigt aber, daf§ ein
alternativer Beweisansatz fiir die Existenz der Generatoren so aussehen kann,

daB man die Eigenschaft (ii) dieses Lemmas nachweist.
Lemma 4.5 Es sei H progressiv und A\ € pb(H). Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt ein kleinstes stabiles Ideal J fiir H mit 6([[H/J) = .

(i) Ist T C {I : I ist stabiles Ideal fiir H mit b([] H/I) = \} nichtleer, so
ist auch (T stabil fiir H.

Beweis: ,,(i) = (ii)“ Es sei J wie in (i) und I' wie in (ii). Fiir alle I € " gilt
J C I nach Wahl von J. Also ist auch J C (|I'. Daher ist () I" als Oberideal
eines stabilen Ideals offensichtlich auch stabil.

,(ii) = (1) Setze I' := {I : I ist stabiles Ideal fiir H mit b(J[]H/I) = \}.
Wegen A\ € pb(H) und nach Satz 2.16 ist T" # (). Also ist J := (I nach (ii)
stabil und aus Korollar 2.17 (i) folgt b(]] H/J) = A. Daher ist J offensichtlich
das kleinste Ideal mit dieser Eigenschaft. 0
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4.2 Universelle Folgen

Wir definieren zunéchst die sogenannten universellen Folgen und zeigen, dafl
eine solche Folge stets existiert. Als Korollar erhalten wir anschlieSend ein
Kriterium fiir die Stabilitit eines Ideals I, ist ndmlich A = b(]] H/I) und I
ein stabiles Ideal, so existiert eine Folge (f, : @ < \) von Elementen von [] H,
die fiir alle J O I unbeschriankt bzgl. <; ist. Wir beginnen aber zunéchst

mit einer allgemeineren Definition.

Definition 4.6 Es sei [[ H/I ein reduziertes Produkt von Halbordnungen
und A\ = b(][] H/I). Eine Folge f = (f, : a < ) heifit universell fiir [] H/I,
falls gilt:

(i) f ist <;-wachsend.

(ii) Ist J D I ein echtes Ideal mit b(J] H/J) = A, so ist f in [] H unbe-
schrankt bzgl. <.

Wir beweisen nun die Existenz einer solchen universellen Folge. Ahnliche
Resultate findet man in [1], Lemma 7.3 oder in [10], Lemma 2.8.

Satz 4.7 Sei H progressiv und |A|T < X\ = b([[ H/I). Dann egistiert eine
universelle Folge fiir [T H/I.

Beweis: Fiir £ € ON wihlen wir solange wie moglich Folgen (f$ : a < \) von
Elementen von [[ H und Ideale Je 2 I mit den folgenden Eigenschaften:

(i) b(ITH/Je) = A

(i) (f§:a < A)ist <;-wachsend.
(iii) (f§:a < A)ist <j-unbeschrénkt.
E+1

(1V) VQ < )\ fg <J§+1 0

(v) V¢ < EVa < X f$ < f8.

Wir zeigen zunéchst, dafl es nicht moglich ist, diese Wahl fiir alle £ < |A|T

durchzufithren. Angenommen, wir haben fiir alle £ < |A|" derartige Folgen
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(f§ : @ < A\) und Ideale J; definiert. Da [] H/I eine A-gerichtete Halbordnung
ist und |A|T < X gilt, besitzt {fS : & < |A|*} eine <;-obere Schranke g in
[T H. Wegen (iii) existiert zu jedem ¢ < |A|* ein a(£) < A mit fj(g) L 9,
also gilt wegen (ii) und I C J;

Vaoe M\ a(é) f§ £ 9.

Wir setzen nun o := sup{a(§) : £ < |A|"} < A und erhalten fur alle £ < |A|T

Cei=C(f,9) & Je.

Nach (iv) gilt andererseits f5. <Jenr st < g, d.h.esist C¢ € Jeyp. Nach

(v) gilt fiir ¢ < & < |A|T insbesondere fS. < f5., also C; C C¢, d.h. die
Folge (C¢ : & < |A|") ist eine aufsteigende Folge von Teilmengen von A.
Fiir alle £ < |A|* gilt jedoch nach obigem C¢ € Jeiq, Ceyq ¢ Jeyr, d.h. es
ist C¢ ; Cey1, ein Widerspruch, der beweist, dafl die Definition bei einem
¢ < |A|" abbricht.

Andererseits konnen wir sicher (f° : o < ) und Jy geeignet wihlen; dazu
reicht es Jy := I zu setzen und eine Folge zu wéhlen, die bzgl. <; wachsend

und unbeschrinkt ist. Eine solche Folge existiert nach Lemma 1.9.

Ferner bricht die Definition nicht an einer Limeszahl £ < |A|" ab. Ist ndmlich
¢ < |A|T eine Limeszahl und sind fiir alle { < £ entsprechende Folgen und
Ideale definiert, so setzen wir wieder J¢ := I. Wir definieren durch Rekursion
iiber v < X\ die Folgen (g, : @ < A\) und (f§ : @ < A\) von Elementen von
[T H. Sind diese fiir 8 < a bereits definiert, so kénnen wir g, € [[ H withlen
mit [0 <; g, und fé <1 go fiir alle 8 < a, denn [ H/I ist A-gerichtet. Da H
progressiv ist, ist H, fiir alle a € A eine |A|"-gerichtete Halbordnung. Wegen
¢ < |A|* finden wir also £ € [] H mit g, < fS und f$ < f& fiir alle ¢ < €.

Wir zeigen nun, dal die Bedingungen erfiillt sind. Wegen fé <r ga < f§
gilt (ii). Ware h € [[ H eine obere Schranke bzgl. Je = I, so wiirden wir
12 <1 ga < f§ <1 h fiir alle @ < \ erhalten, also wiire auch (f2 : a < \)
beschréankt bzgl. <j; dieser Widerspruch zeigt (iii). Fiir (iv) ist nichts zu
zeigen. Ist ¢ < &, so gilt f$ < f¢ nach Konstruktion, also ist auch (v) erfiillt.

Unsere Definition bricht also bei einem £ < |A|* ab. Wir zeigen schliefllich,
dafl dann (f$ : a < \) die gesuchte universelle Folge ist. Angenommen, dies
ist nicht der Fall. Da die Folge <;-wachsend ist, gilt also Eigenschaft (ii)



4.3. Die Existenz von Generatoren H4

aus Definition 4.6 nicht, d.h. es gibt ein Ideal J D I mit b([[H/J) = A
sowie eine < j-obere Schranke h € [[ H von (f$ : a < \). Damit lifit sich
die Konstruktion jedoch wie folgt fortsetzen. Setze Jei; := J und wihle
SHUe [TH mit b < f57 und f§ < fE'. Wegen b(J[H/J) = X existiert
eine Folge (h, : o < \), die bzgl. <; unbeschrinkt ist. Wie eben definieren
wir rekursiv iiber a < X Folgen (g, : @ < A) und (f$ : a < \). Ist dies
fiir 3 < a bereits durchgefiihrt, so wihlen wir g, € [[ H mit h, <; go und
fé“ <7 go fiir alle 8 < a. Ferner kénnen wir dann f$*1 € [] H wihlen mit
Go <[5 und f§ < f§T1. Wie oben erhalten wir die Eigenschaften (ii), (iii)
und (v). Die Eigenschaft (iv) gilt, da fiir o < X gilt f§ <, h < f5™ O

Als Korollar erhalten wir das bereits angekiindigte Kriterium fiir die Stabi-
litét eines Ideals I.

Korollar 4.8 FEs sei H eine progressive Familie von Halbordnungen, I ein

Ideal auf A und X\ = 6([[ H/I) > |A|*. Dann sind dquivalent:
(i) I ist stabil fiir H.

(ii) Es gibt eine <r-wachsende Folge (fo : o < \), die fiir jedes echte Ideal
J 2O I unbeschrinkt bzgl. <; ist.

Beweis: ,,(i) = (ii)“ folgt direkt aus dem obigen Satz.
»(i1) = (1)“ Sei (fa : @ < A) eine Folge wie in (ii). Ist J 2O I ein echtes Ideal,
soist b(J[[H/J) > b(][H/I) = A nach Lemma 1.25.
6([TH/J) < X\ wird gerade durch die Folge (f, : a < \) bestitigt. O

4.3 Die Existenz von Generatoren

Die im letzten Abschnitt bewiesene Existenz von universellen Folgen wollen
wir nun verwenden, um die Existenz von Generatoren zu beweisen. Wir be-
ginnen mit einer schwécheren Variante des Generatorenbegriffs, mit deren
Hilfe wir den Spezialfall 214 < X 16sen kénnen. AnschlieBend werden wir die-
ses Resultat mit Hilfe der kombinatorischen Resultate des letzten Kapitels

verallgemeinern.
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Lemma 4.9 Es sei H = (H, : a € A) eine progressive Familie von Halbord-

nungen und |A|* < A. Dann ezistiert eine Folge (Cy, : o« < X) von Elementen

von Joy+(H), so dafs gilt:

(i) Ist a < B <X, so gilt Co C;_, () Cp-
(1) Jox+(H) ist das von Jox(H) U {C, : a < A} erzeugte Ideal.

Beweis: O.B.d. A. gelte Jox(H) S Joy+(H) S P(A), denn sonst kénnen wir
C, = 0 bzw. C, = A fiir alle a < X\ wihlen. Es folgt b([] H/J<x(H)) = A
nach Korollar 2.19 (iv).

Nach Satz 4.7 kénnen wir eine Folge (f, : a < A) wihlen, die universell
fiir [] H/J-A(H) ist. Ferner existiert nach Korollar 2.19 (i) bzgl. <J_,+ (1)
eine obere Schranke g € [[ H von (f, : @ < A). Setzt man C,, := C(fa,9)
fiir a < A, so erhélt man eine C;_| (5)-wachsende Folge von Elementen von
Ty ().

Wir zeigen nun, daf J_y+(H) das von Jo\(H)U{C, : a < A} erzeugte Ideal,

welches wir J nennen wollen, ist. Sicher gilt J C J_,+(H), denn fiir alle

a < Nist Cp € Joy+(H).
Sei umgekehrt B € J_y+(H). Angenommen, es gilt B ¢ J, also B ¢ J_\(H).

Dann ist Joy(H) | B nach Lemma 2.20 ein stabiles Ideal. Wegen J,(H) C J
gilt auch Joy(H) | B C J| B und somit folgt b(]] H, <;5) = A\. Nach Wahl

der Folge (f. : o < A) wiire diese also unbeschrénkt bzgl. < p.

Fiir a < A gilt jedoch C(f,,9) = Cy € J, d.h. f, <; g, also ist g bzgl. <,
und damit erst recht bzgl. <;p eine obere Schranke. |

Fiir den speziellen Fall 241 < X ergibt sich hieraus sofort die Existenz eines
Generators von J_y+(H). Dies liegt schlichtweg daran, daf |J_y+(H)| < 214
gilt. Damit muf} die Folge (C, : @ < A) aus dem vorigen Lemma ab einem

a* < X modulo J_,(H) konstant sein. Die entsprechende Menge C,,+ ist dann
der gesuchte Generator.

Der Beweis fiir den allgemeinen Fall wird @hnlich verlaufen, nur werden wir

ein anderes Argument dafiir finden, daf§ die Folge (C, : a < \) konstant

wird.

Korollar 4.10 Sei 214l < \. Dann ezistiert ein Generator von J_y+(H).
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Beweis: Es sei (C, : a < \) eine Folge von Elementen von J_y+(H) wie im
vorherigen Lemma. Dann existiert zu jedem B € J_y+(H) ein a(B) < A mit
B C;_ ) Capy- Wegen Joy+(H) C P(A) ist |Joy+(H)| < X; setzt man also

o :=sup{a(B) : B € Joyx+(H)} < ), so ist C,- der gesuchte Generator. [

Die Idee, die wir verfolgen werden, um diesen Beweis zu verallgemeinern,
ist die folgende: Wir wihlen die <;_, ()-wachsende Folge f=(a:a<))
derart, daf fiir jede Funktion g € [[ H — also auch fiir die im Beweis von Lem-
ma 4.9 gewéhlte <;_ , )-Schranke — die Folge der Mengen (C(farg) <)
ab einem gewissen o modulo J.,(H) konstant ist. Dazu miissen wir die Fol-
ge (fo 1 a < A) geeignet wihlen. Dies wird uns durch die kombinatorischen
Hilfsmittel des letzten Kapitels ermoglicht. Wir beginnen mit den nétigen

Definitionen.

Definition 4.11 Wir nennen eine Folge ¢ = (¢, : @ < A) mit ¢, C «
fiir alle @ < X im folgenden eine Bedingung (der Lénge in A). Eine Folge
(fa : @ < A) von Elementen von [] H erfiillt die Bedingung ¢, falls fiir alle
a<Aund B € ¢, gilt fz < fa.

Der erste Schritt besteht darin, zu zeigen, dafl Bedingungen, die nicht ,zu
grof3* sind, erfiillt werden koénnen, indem man die Elemente einer gegebenen
Folge evtl. vergroflert. Dadurch erhélt man bei einer gegebenen unbeschrank-
ten Folge z. B. wieder einer unbeschrénkte Folge usw.

Lemma 4.12 Es sei H eine Familie von Halbordnungen mit 6([J H/I) = A
und f = (fa : a < \) eine <;-wachsende Folge von Elementen von [ H.
Ferner sei ¢ eine Bedingung mit |c,| < min{b(H,) : a € A} fir alle o < .
Dann ezxistiert eine ebenfalls <;-wachsende Folge g = (go : o« < N), die die
Bedingung ¢ erfiillt, so daf$ fir alle o« < X gilt fo <i Ga-

Beweis: Wir definieren (g, : @ < A) rekursiv. Sei (gg : § < «) bereits geeignet
definiert. Da [] H/I eine A-gerichtete Halbordnung ist, existiert bzgl.<; eine
obere Schranke h € [ H von {gs : 8 < a} U{f.}. Nun koénnen wir fiir a € A
den Wert g,(a) € H, als <,-Schranke von {h(a)}U{gs(a) : 5 € c,} wéhlen.
(Dies wird durch die Voraussetzung |c,| < min{b(H,) : a € A} fiir alle v < A
ermoglicht.)
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Wir weisen die gewiinschten Eigenschaften nach. Sei dazu o < A. Dann ist
fa <1 h < ga, also auch f, <; go. Ebenso gilt fir 8 < o nun gg <; h < ga,
d.h. es ist auch gg <1 ga.

Ist ferner 3 € c,, so gilt gg < g, nach Konstruktion. O

Eine besondere Bedeutung kommt der Eigenschaft (ii) aus Satz 3.21 zu. Dies
wird durch die folgende Definition und das anschliefende Lemma verdeut-
licht.

Definition 4.13 Eine Bedingung ¢ = (¢, : @ < A) heifit koh&rent, falls fiir
alle o < A und B € ¢, gilt cg = co N B.

Lemma 4.14 Es sei ¢ eine kohdrente Bedingung, die von der Folge f erfillt
wird. Fiir alle oo < X ist dann f [ co eine <-wachsende Teilfolge von f.

Beweis: Seien o < A und 3,7 € ¢, mit 8 <. Wir haben f3 < f, zu zeigen.

Aufgrund der Kohirenz von ¢ gilt ¢, = ¢, N7, also gilt 8 € ¢, und da f die
Bedingung ¢ erfiillt, gilt fz < f5. OJ

Der Satz 3.21 besagt nun fiir |A|Tt" < A, daf} es eine kohéirente Bedingung
¢ = (Co:a < A) mit |cg| < |AT fiir alle a < A gibt, so dafi die Mengen ¢,
fiir stationér viele o € S\/.\AH unbeschrénkt in « ist. Fiir eine die Bedingung
¢ erfiillende Folge (f, : @ < A) liefert dies eine bzgl. < wachsende Teilfolge
der Lange |A|T. Diese Idee ist ein wesentlicher Bestandteil des folgenden

Beweises.

Satz 4.15 Es sei H eine progressive Familie von Halbordnungen. Fir alle

Kardinalzahlen X > |A|TTF besitzt J_y+(H) einen Generator.

Beweis: O.B.d. A. sei Joy+(H) 2 Jox(H) ein echtes Ideal. Insbesondere ist
dann A reguldr und nach Satz 3.21 (mit k£ = |A|") kénnen wir eine kohérente
Bedingung ¢ wihlen mit |c,| < |A|T fiir alle o < A, so daB

S:={a<X:cf(a) =|A|T Asupec, = a}

eine in A\ stationédre Menge ist.

Ferner sei nach Satz 4.7 eine fiir [[ H/J-x(H) universelle Folge f gewihlt.
Diese konnen wir o. B.d. A. so wéhlen, daf sie die Bedingung ¢ erfiillt. (Die
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Voraussetzungen von Lemma 4.12 mit I = J_\(H) sind erfiillt. Wihlen wir
eine entsprechende Folge g wie in diesem Lemma, so ist natiirlich auch g
universell fiir [ H/J-\(H).)

Nach Korollar 2.19 (i) ist [] H/J<x+(H) eine A*-gerichtete Halbordnung,
also konnen wir eine < i ( f)-obere Schranke g € [T H von f wihlen. Wir
setzen Cy, := C(fa,g) fiir alle « < A. Wie im Beweis von Lemma 4.9 folgt,
daB Joy+(H) das von Joy(H)U{C, : a < \} erzeugte Ideal ist.

Ferner gilt natiirlich auch C, C;_| () Cp fiir alle a < § < A, d. h. es reicht
nun zu zeigen, dal es ein a* < A gibt, so daf§ fiir alle g € A\ o* gilt
Cor =gy (i) Cs-

Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann existiert ein Club F in A, so daf3
fiir alle o, 3 € E mit a < § gilt Co G;_, ) Cp. Dann ist auch acc(E) ein
Club in A und es gibt folglich ein § € S Nacc(FE). Nach Definition von S gilt
supcs = ¢ und cf(d) = |A|". Ferner existiert zu jedem « € ¢s ein 5 € ¢5 \ «
mit Cy, G Cp.

(Um dies einzusehen, sei o € ¢s5. Dann existieren wegen § € acc(E) auch
£, € Emit a < & < ( <. Ferner gibt es nun ein 3 € ¢s mit ¢ < (.

Da f die kohiirente Bedingung ¢ erfiillt, gilt f, < fs nach Lemma 4.14, d. h. es
gilt C, € C3. Nach Wahl von ¢, ( € E erhalten wir auflerdem die Beziehung
Co Cooniny Ce ooy Cc Saaym Cpy d-hues folgt Co Gy, ) Cs-
Insgesamt gilt also C, ; Cjs, womit die Behauptung gezeigt ist.)

Nun erhélt man leicht eine Menge ¢ C ¢4, die unbeschréankt in 4 ist, so daf fiir
alle o, B € c mit o < 3 gilt C, & Cp. Dann ist jedoch |c| > cf(d) = |A[*, ein
Widerspruch dazu, da88 (C,, : a € ¢) eine G-wachsende Folge von Teilmengen
von A ist. 0

Definition 4.16 Es sei H eine progressive Familie von Halbordnungen. Ist

fir alle A € pb(H) die Menge B, ein Generator von J_+(H), so nennen wir
(B : A € pb(H)) eine Generatorenfolge fiir H.

Korollar 4.17 Ist H eine progressive Familie von Halbordnungen, so exi-

stiert eine Generatorenfolge fiir H.

Beweis: Ist A € pb(H), so existiert ein Ideal I mit A = b([] H/I). Da H pro-
gressiv ist, gilt A > |A|T. Die einzigen Fille, die nicht durch den obigen Satz
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abgedeckt werden, sind also A = |A|TT und A = |A|"**. Nach Lemma 2.21

konnen wir hier

Bjaj++ = {ac A:b(H,) = |ATTY,
Bjgjt++ = {a€ A:b(H,)=|A["}

setzen. 0

Wir beenden dieses Kapitel mit einer Folgerung. In Satz 2.20, hatten wir ge-
zeigt, daB sich die Beschrinktheitszahl eines reduzierten Produktes [] H /I
,stabilisieren 1a8t, indem man zum Ideal I eine einzelne Menge hinzufiigt.
(Esist I | B = I[A\ BJ.) Die Existenz von Generatoren liefert ein entge-
gengesetztes Ergebnis: Ist I ein Ideal mit b(J] H/I) = A, das nicht stabil
fiir H ist — diese Bedingung ist offensichtlich notwendig —, so 1at sich die
Beschranktheitszahl durch Hinzufiigen einer Menge auch erhéhen.

Lemma 4.18 FEs sei H progressiv und I ein Ideal, das nicht stabil fiir H ist.
Dann existiert B € I, so daff b([] H/I[B]) > (] H/I) gilt.

Beweis: Es sei A\ := b([][ H/I). Nach Korollar 2.19 gilt J.x(H) C I. Da I
nicht stabil ist, existiert ein echtes Ideal J D I mit u := b([[H/J) > .

Wieder nach Korollar 2.19 folgt Jo +(H) C J.,(H) C J.

Wir withlen nun einen Generator B von J_y+(H) und betrachten das Ideal

I[B]. Wegen B € J_y+(H) C J und I C J gilt auch I[B] C J, d.h. I[B]

ist ein echtes Ideal. Ferner gilt wegen J\+(H) = J-\(H)[B] C I[B] auch
b([TH/I[B]) > \*, was zu zeigen war. O



Kapitel 5

Wahre Kofinalitiaten

Zum Abschlufl wollen wir auf das Verhéaltnis der vorliegenden Arbeit zur iibli-
chen pcf-Theorie eingehen. Wir zeigen, dafl die von uns definierten Begriffe
bei der Betrachtung von reduzierten Produkten reguldarer Kardinalzahlen mit
den entsprechenden Begriffen der pcf-Theorie iibereinstimmen, so daf3 mit
dieser Arbeit insbesondere eine alternative Entwicklung der Grundlagen der
pcf-Theorie vorliegt.

Ferner verallgemeinern wir die Resultate iiber wahre Kofinalitdten von redu-
zierten Produkten und gehen auf den Zusammenhang zu der von S. Shelah
definierten Operation pp(A) ein.

5.1 pct-Theorie

In diesem Abschnitt betrachten wir Produkte von Familien (A, : a € A) von
reguliren Kardinalzahlen als Spezialfall der bisher betrachteten Produkte.
Eine Familie dieser Form bezeichnen wir hiufig entsprechend mit . Eine

solche Familie )\ ist progressiv, falls |A|* < ), fiir alle a € A gilt.

Wir beginnen mit der grundlegenden Definition der pcf-Theorie und zeigen
dann die angekiindigten Ergebnisse.

Definition 5.1 Sei A eine Familie regulirer Kardinalzahlen. Wir definieren
die Menge der moglichen Kofinalititen von A durch

pef(N) == {tcf(JTA/1) : T € Id(A), [ A/ besitzt eine wahre Kofinalitit}.

60
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Der Beweis des folgenden grundlegenden Resultats basiert auf Hilfsmitteln,
die in den vorherigen Kapiteln entwickelt wurden, ndmlich dem Lemma 2.15
und dem Korollar 4.8

Satz 5.2 FEs sei \ eine progressive Familie von requliren Kardinalzahlen und
I ein stabiles Ideal fiir X. Dann besitzt [[ \/I eine wahre Kofinalitit und es
qilt

tef(TT A1) = 6T M)

Beweis: Es sei A := b(]]\/I). Nach Korollar 4.8 kénnen wir eine <;-wach-
sende Folge (f, : @ < \) wéhlen, die fiir alle echten Ideale J O I bzgl.
<y unbeschrinkt ist. Ferner existiert dazu nach Lemma 2.15 eine Funktion
g € [T, so daB fiir alle h € [[ A mit g < h die Menge

{a <A:C(fa,9) = Clfas 1)}

unbeschrankt in A ist. Da die Folge (f, : @ < \) unbeschrankt bzgl. < ist,
existiert ein o* < A mit f,« £; g. Damit ist fiir alle & € A\ o* auch f, £; g,
also C(fa,q) ¢ I.

Wir zeigen, daf fiir alle a € X\ o gilt tcf(JTA/I | C(fa,g)) = A. Dazu
reicht es zu zeigen, dafl die Folge (f, : @ < A) kofinal in [JA/I [ C(fa.,g) ist.
Sei also h € J[[ A, 0.B.d. A. sei g < h. Nach Wahl von g existiert dann ein
B € Namit C(f,9) = C(f3, h). Wegen C(fa, 9) Cr C(fs,9) = C(fs, h) gilt
C(fa, 9)\C(fs,h) = C(fa,9)NB(fs, h) € I. Nach Definition von I [ C(fa, g)
gilt C[h, fs] = B(fs,h) € I1C(fa:9), also h Spcpag) fo <nC(farg) fo+1-

Wir betrachten nun
J:=ITU{Bel": tcf(H/_\/I | B) = A}

Es ist leicht zu zeigen, dafl J ein Ideal ist. Konnen wir A € J zeigen, so
sind wir fertig. Sonst wére J O [ ein echtes Ideal, nach Wahl der Folge
(fa : a < X) wire diese auch bzgl. <; unbeschriankt. Wir haben jedoch
gerade C(fy,g) € J fir alle a € X\ o* gezeigt, also gilt f, <, g fiir alle
a < A, ein Widerspruch. 0

Wir erhalten das folgende Korollar, das zeigt, dafl die von uns definierten

Begriffe mit denen der pcf-Theorie iibereinstimmen. So ist Teil (ii) eine aus

der pcf-Theorie bekannte Darstellung des Ideals J.5()\), vgl. etwa [10]
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Korollar 5.3 Ist A eine progressive Familie von requliren Kardinalzahlen,

so gilt

(i) pef(X) = pb(N),

(ii) Jox(\) = {B C A: pcf(A] B) C A}.

Beweis: (i) ,C*“ ist klar, denn ist A € pcf()), so existiert ein Ideal I auf A
mit A = tef([TA/I) = b([[A/1) € pb(N).

,2“Essei A € pb()), also A = b([] A/I) fiir ein Ideal I auf A. Nach Satz 2.16
existiert eine Menge B € I mit A = b(J[[\/I | B), so da8 I | B ein stabiles
Ideal ist. Nach Satz 5.2 folgt A = tcf([TA/I | B) € pcf(A).

(i) ,C“ Sei B € Joz(A). Ist p € pcf(A | B), so existiert ein Ideal J auf
B mit pu = tcf(JJA | B/J). Setzt man I := J[A\ B], so erhiilt man auch
p = b([TA/I). Aus der Darstellung in Korollar 2.19 folgt daher u < A, was

7ZU zeigen war.

,2% Sei B C A mit pcf(A ] B) € A. Wir verwenden wieder die Darstellung
in Korollar 2.19. Ist I ein Ideal auf A mit A\ B € I, so kénnen wir nach
Satz 2.16 ein Ideal J D I wihlen, das stabil fiir \ ist. Damit erhalten wir
gb(ITA/I) < b(JTN/J) = tef([TN/J) = tef (TN B/J NP(B)) < A O

5.2 Halbordnungen mit wahren Kofinalitéiten

Wir behandeln nun solche Produkte [ H /I, bei denen fiir alle a € A die Fak-
toren H, eine wahre Kofinalitdat besitzen. Es ist bekannt, dafl sich die Unter-
suchung der wahren Kofinalitdten solcher Produkte reduzieren lafit auf die
Untersuchung von Produkten regulérer Kardinalzahlen. Dasselbe gilt auch
fiir die Beschrianktheitszahlen dieser Produkte und wir erhalten damit eine

Verallgemeinerung von Satz 5.2.

Lemma 5.4 Es sei H eine Familie von Halbordnungen. Fir alle a € A
besitze H, eine unendliche wahre Kofinalitdt tcf(H,). Ist I ein Ideal auf A,
so gilt

b([TH/T) = b(I],ca tef(Ha)/T).
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Ferner besitzt die Halbordnung [[ H/I genau dann eine wahre Kofinalitdt,
wenn [[,c4tcf(Ha) /I eine wahre Kofinalitit besitzt und in diesem Fall gilt

tef([TH/I) = tef ([T, q tef(Hy)/T).

Beweis: Nach Voraussetzung kénnen wir fiir jedes a € A eine <,-wachsende
Folge (22 : a < tcf(H,)) von Elementen von H, wihlen, die kofinal in H,, ist.
Dadurch lassen sich die beiden Abbildungen ¢ : [[H — [],., tcf(H,) und
¥t [[,eqtef(H,) — [T H folgendermaBen in kanonischer Weise definieren.
Ist f € [[ H, so setze fiir a € A

p(f)(a) := min{o < tef(Ha) : fla) <o 73},

fiir g € [[,cq tcf(H,) setzen wir fiir alle a € A

Fiir f, f/ € [ H und g, ¢’ € [[,c4 tcf(H,) zeigt man nun leicht die folgenden
Eigenschaften:

(i) fla) < (p(f))(a) fir alle a € A,
(i) g(a) = ¢(¥(g))(a) fir alle a € A,
(iil) f <7 f" = o(f) <1 e(f),
(iv) g<rg" = ¥(g) <rv(g).

Mit Hilfe dieser Eigenschaften zeigen wir nun die erste Aussage des Lemmas.

,>“ Es sei ' C [[ H unbeschrinkt in [ H/I. Wir zeigen, dafl dann auch
{o(f) « f € F} unbeschrénkt in [, ., tcf(H,)/1 ist. Angenommen, es gibt
eine obere Schranke g € [[ ., tcf(Ha) von {p(f) : f € F}. Firalle f € F
gilt folglich ¢(f) <; g, also auch f < ¥(p(f)) <; ¥(g), d.h. ¥(g) ist eine
obere Schranke von F', ein Widerspruch.

»<“ Es sei G C [[,c4tcf(H,) unbeschrénkt in [, , tcf(H,)/I. Wir zeigen,
daf8 auch die Menge {¢)(g + 1) : ¢ € G} unbeschrinkt in [] H/I ist, wobei
die Funktion g + 1 definiert ist durch (g + 1)(a) := g(a) + 1 fiir alle a € A.

Angenommen, f € [] H ist eine <;-obere Schranke von {¢(g+ 1) : g € G}.
Fiir alle g € G gilt dann ¥(g+1) <; f,also g < g+1 = p(¥(g+1)) < ©(f).
Dabher ist (f) eine obere Schranke von G, Widerspruch.
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Die zweite Aussage beweisen wir vollig analog. Sei dazu (g, @ a < A)
eine <;-wachsende Folge von Elementen von [[,.,tcf(H,), die kofinal in
[I,catcf(H,)/ T ist. Die Folge (¥(ga) : @ < A) ist dann nach (iv) eben-
falls <;-wachsend. Ferner ist sie kofinal in [JH/I: Ist f € [[H, so ist
©(f) € Tlueatcf(H,), also existiert ein a < A mit o(f) <; ga. Nach (i)
und (iv) folgt f < (e(f)) <r ¥(ga)-

Umgekehrt sei noch (f, : @ < A) eine <;-wachsende Folge, die kofinal
in [TH/I ist. Wir zeigen zuniichst, da8 auch (¢(f.) : a < A) kofinal in
[1,catcf(H,) ist. Sei dazu g € ], 4 tcf(H,). Dann existiert ein o < A mit
(g +1) <1 fa, also folgt g < g+ 1 = ((g+1)) <1 ¢(fa), d.h. es gilt
9 <1 ¢(fa)-

Die Folge (¢(fa) : @ < A) ist zwar zunéchst nur <;-wachsend, wir haben
jedoch eben insbesondere gezeigt, dafl es zu jedem o < A ein < A gibt, so
daB o(fo) <r ¢(fs) gilt. Also konnen wir die Folge zu einer <;-wachsenden
Folge der Lénge A ausdiinnen, die auch kofinal in J] ., tcf(H,)/I ist. O

Wie bereits angekiindigt kénnen wir nun Satz 5.2 verallgemeinern.

Korollar 5.5 Es sei H eine progressive Familie von Halbordnungen, die alle
eine wahre Kofinalitdt besitzen. Dann sind dquivalent:

(i) I ist stabil fiir H.
(ii) T[] H/I besitzt eine wahre Kofinalitdt.

Beweis: ,,(i) = (ii)“ Wir fithren die Aussage mit Hilfe von Lemma 5.4 auf
den Satz 5.2 zuriick. Da I stabil fiir H ist, ist  auch ein stabiles Ideal fiir
die Familie (tcf(H,) : a € A). Denn ist J D I ein echtes Ideal, so gilt nach
Lemma 5.4

b([Toentef(Ha)/J) = b(ITH/T) = b(IT H/T) = b([[oen tef(Ha)/1).
Ferner ist (tcf(H,) : a € A) eine progressive Familie von reguldren Kardinal-
zahlen, nach Satz 5.2 besitzt also [, 4 tcf(H,)/1 eine wahre Kofinalitét.
Abermals nach Lemma 5.4 besitzt dann auch [ H/I eine wahre Kofinalitiit.

,(1i) = (1) Ist A = tcf(J[]H/I), so gilt fiir jedes Ideal J D I ebenfalls
A = tcf([]H/J), denn jede Folge, die bzgl. <; kofinal in [] H ist, ist auch
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bzgl. < kofinal in [] H. Fiir jedes echte Ideal J D I gilt damit insbesondere
auch b([TH/J) =tcf([[H/J) = tef(J] H/I) = (] H/I). O

Offensichtlich 148t sich ein allgemeineres Resultat nicht erwarten, wie das
folgende degenerierte Beispiel zeigt. st H eine Halbordnung, die keine wahre
Kofinalitéit besitzt, so kénnen wir das Produkt betrachten, das H als einzigen
Faktor besitzt, also etwa A = {0}, Hy = H. Dann ist jedes echte Ideal auf
A — es gibt nur ein einziges, niamlich I = {()} — stabil fiir H, aber [[ H/I ist
isomorph zu H, besitzt also keine wahre Kofinalitét.

Es ist es naheliegend, auf die Existenz der wahren Kofinalitdten aller Halb-
ordnungen H, fiir a € A zu verzichten und stattdessen das Produkt der
Beschrénktheitszahlen, also [, 4

es uns jedoch nur, eine Ungleichung der Lemma 5.4 entsprechenden Aussage

b(H,) zu betrachten. Im folgenden gelingt

zu beweisen.

Lemma 5.6 Sei H eine Familie von Halbordnungen mit unendlicher Be-

schrdanktheitszahl. Dann gilt
b(ITH /1) < b([1,ea b(Ha)/T)-

Beweis: Fiir a € A sei (2% : a < b(H,)) eine <,-wachsende und unbeschrink-
te Folge in H,, die nach Lemma 1.9 existiert. Ferner sei /' C [],., b(H,)
bzgl. <; unbeschrinkt. Zu jedem f € F' definieren wir nun eine Funktion
h(f) € T[] H wie folgt. Ist a € A, so sei h(f)(a) := () Wir wollen zeigen,
dafl die Menge {h(f) : f € F'} unbeschrankt in [[ H/I ist. Damit folgt die
Behauptung.

Angenommen, g € [[ H ist bzgl. <; eine obere Schranke. Nach Wahl der
Folgen (2% : o < b(H,)) existiert zu jedem a € A ein o < b(H,) mit

[0}

x% £, g(a). Setze fiir a € A

g'(a) :=min{a < b(H,) : 2% £, g(a)}.

Es ist ¢’ € [[,e4b(H,), also existiert nach Wahl von F' ein f € F mit
f £ g. Wir zeigen C(f,g') C C(h(f), g) und erhalten damit auch h(f) £; ¢
im Widerspruch zur Annahme, dafl g eine obere Schranke von {h(f) : f € F'}
bzgl. <; ist.
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Sei dazu nun a € C(f,¢'), d.h. f(a) £ ¢’(a). Dann gilt ¢’(a) < f(a), also

T <a T} Nach Definition von ¢' gilt zf,,) #a g(a) und damit auch

sicher h(f)(a) = x%,) £a 9(a), was zu zeigen war. O

Immerhin 148t sich mit diesem Resultat eine Darstellung fiir die im folgenden
Abschnitt definierten Operation pp(\) herleiten. Ferner kénnen wir mit Hilfe
eines Widerspruchsfreiheitsresultates iiber pp(\) begriinden, warum sich die
Gleichheit der beiden im obigen Lemma betrachteten Beschrinktheitszahlen
nicht beweisen laft.

5.3 pp(\)

In [9] definiert S. Shelah die Kardinalzahlfunktion pp, () fir singulidre Kar-
dinalzahlen A und cf(A\) < k < A\ als einen ,Ersatz fiir die Funktion \".
Diese Definition lautet in ihrer einfachsten Form folgendermafien.

Definition 5.7 Es sei A eine singuldre Kardinalzahl und cf(\) < & < A

Dann setzen wir
pp,.(A) := sup{tcf(TTA/I) : A € (AN Reg), I € Id(x),lim; A = A}.
Ferner sei pp(\) := ppcf()\)(A)'

Das folgende tiefliegende Resultat von S. Shelah verdeutlicht die Bedeutung
von reduzierten Produkten fiir die Kardinalzahlarithmetik.

Satz 5.8 Ist A < Wy singulir und gilt k™ < X fiir alle K < X, so ist
pp(A) = AT,

Im Lichte dieses Satzes besitzt z. B. Shelahs beriihmtes Resultat die folgenden

Darstellungen.
® pp(Ry,) < Ry,
o 2N <R, = NN, .

e X, starke Limeskardinalzahl = 2% <R, .
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Ein offensichtlicher Vorteil der ersten Darstellung liegt darin, daf keine Vor-
aussetzungen iiber die — auf der Basis von ZFC fast beliebigen — Werte von
2% fiir n < w benotigt werden. Daher spricht sich S. Shelah fiir die Unter-
suchung der Operation pp(A) aus und schlégt in [8] u.a. die Hypothese

VA € Sing pp(A\) = AT

als Alternative zur singuldren Kardinalzahlhypothese vor.

Wir wollen nun mit Hilfe von Lemma 5.6 eine andere Darstellung fiir pp, ()

beweisen.
Lemma 5.9 Sei A eine singuldre Kardinalzahl und cf(\) < k < X. Dann gilt

pp,.(\) =sup{b([TH/I): H= (H; :i < k), I € Id(k),
liminf (b(H;) :i < k) = A}

Beweis: Die Richtung ,,<* ist nach Definition von pp,(\) klar, denn jedes
Produkt von reguldren Kardinalzahlen ist natiirlich auch ein Produkt von
Halbordnungen. Um die Ungleichung ,,>* zu zeigen, seien H und I wie in der
im Lemma angegebenen Menge gegeben. Da k* < A = liminf;(b(H;) : i < k)
gilt, ist {i < x : b(H;) < k*} € I, also kénnen wir H o.B.d. A. als progressiv
annehmen.

Esist X :={i <k :b(H;) <A} ¢ I. Da b(H;) stets regulér ist und A nach
Voraussetzung singulér ist, gilt X = {i < x: b(H;) < A}

Zunéchst gilt limpx (b(H;) 1 @ < k) = A, denn nach Lemma 1.28 ist einerseits
liminfpy(b(H;) : ¢ < k) > liminf;(b(H;) : @ < k) = A, andererseits gilt
{i<rk:b(H;) > A=A\ X €I[X, also ist limsup(b(H;) :i < k) <A
Wir konnen nun ein Ideal J 2 I'[ X wéhlen, so daB [[,_, b(H;)/J eine wahre
Kofinalitét besitzt. Da auch lim;(b(H;) : ¢ < k) = A gilt, erhalten wir nach
Definition von pp,(A) die Ungleichung

tef ([T, 6(H;)/J) < pp,.(N),

wenn wir o0.B.d. A. b(H;) < A fir alle ¢ < x annehmen. Schliefllich gilt

b(ITH/I) < b(JTH/J) < b(I],.,, b(H:)/J) = tef([];, b(H;)/J) mit Hilfe
von Lemma 5.6. O
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Moglicherweise ist es mit dieser Darstellung einfacher, Resultate wie den oben
zitierten Shelahschen Satz zu erhalten oder unter bestimmten Annahmen
etwa pp(A) > AT zu beweisen.

Ein solches Resultat verwenden wir zum Schlufl noch, um zu erkléaren, warum
in Lemma 5.6 nicht die Gleichheit gezeigt werden konnte. In [7] hat M. Ma-
gidor unter der Annahme der Existenz gewisser grofler Kardinalzahlen ein
Modell von ZFC konstruiert, in dem ¥, eine starke Limeskardinalzahl ist
und 2% = N, gilt.

Nach Satz 5.8 gilt in diesem Modell pp(R,) = R¥ = 2% > X .; nach dem
nun folgenden Lemma existiert in diesem Modell also auch ein Gegenbeispiel
fiir die Gleichheit in Lemma 5.6. Ob sich ein solches Gegenbeispiel auch auf
der Grundlage von ZFC finden 148t, muf} als offene Frage stehen bleiben.

Lemma 5.10 Es sei A singuldr und pp(A\) > AT. Dann existiert eine Familie
H = (H; : i < cf(\)) von Halbordnungen mit

b(I[H/1) < b(ITicern) 0(H:)/T).

Beweis: Nach Definition von pp(\) existiert eine Folge A = (\; : i < cf()\))
von regulidren Kardinalzahlen kleiner als A sowie ein Ideal I auf cf(\) mit
pi=tef(JTA/I) > AT,

Wir betrachten nun die Halbordnungen H; := \; x AT mit der iiblichen
Produktordnung. Es ist b(H;) = min{\;, AT} = \; fiir alle i < cf(\), d.h. es
gilt auch b(J[;_ ¢ 0(H:)/I) = p > A7

Um nun andererseits b(J ;¢ Hi/I) < A" zu zeigen, geben wir eine unbe-
i<ei(n) Hi/1 an, die die Méchtigkeit A™ besitzt.
Sei fiir v < A1 die Funktion f,, definiert durch f, (i) = (0, @) fiir alle i < cf()\).
Ist nun g € HKCf(A) H;, so ist g keine obere Schranke: Sei etwa ¢(i) = (o, ;)
fir i < cf(N). Mit 8 := sup{f; : i < cf(N\)} < AT folgt (0,5) £ (ay, 5;) fiir
alle i < cf(N), also fz £5 g. Also ist {f, : @ < AT} unbeschrinkt bzgl. <;
und es folgt b([] H/I) < AT, O

schriankte Teilmenge von []
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Halbordnung, 6
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kohérente Bedingung, 57
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obere Schranke, 6

Produkt, 12
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progressiv, 21
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stabil, 28

stationéar, 5
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