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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Untersuchungen zur Modellreduktion mechanischer Systeme
mit elasto-plastischem Materialverhalten durchgefiihrt. Das untersuchte Verfahren zur Modell-
reduktion ist in dieser Arbeit die Support Vector Regression (SVR). Nach einem Uberblick zum
Stand der Technik im Rahmen der Modellreduktion mechanischer Systeme, wird die Theorie der
Kontinuumsmechanik und der Finiten Elemente Methode (FEM) bereitgestellt. Im Anschluss
an eine ausfiihrliche Darlegung des mathematischen Hintergrunds der Support Vector Regres-
sion wird die Methode auf den eindimensionalen, rein phdnomenologischen elasto-plastischen
Fall angewendet. Ein wesentliches Kapitel widmet sich der Anwendung auf den drei- und zwei-
dimensionalen elasto-plastischen Berechnungsfall unter vorangegangener Finite-Elemente Be-
rechnung.

In den Studien wird gezeigt, dass die Matérn 5/2 Kernel Funktion sehr gut fiir Anwendungen
im Bereich der Elasto-Plastizitit geeignet und mit entsprechend gew&dhlten Parametern ande-
ren Kernel Funktionen iiberlegen ist. Mit verschiedenen, in dieser Dissertation vorgestellten
adaptiven Sampling-Methoden kann eine teilweise Verbesserung im Gegensatz zu der homoge-
nen, kartesischen Verfeinerung erzielt werden. Im Rahmen der FE-Anwendung zeigt sich die
eigentliche Starke der Modellreduktion mittels SVR. Die ungleichméfBigen und nicht stetigen
Antwortflichen der gewihlten Grofie von Interesse kénnen mit der Support Vector Regressi-
on hinreichend prézise angendhert werden. Die Sensitivitdt in den verschiedenen Parameter-
Richtungen lédsst eine zusédtzliche Reduktion der nétigen Trainingsdaten mittels anisotropen
Gitterstrukturen zu.

Schliisselworter: Modellreduktion, Support Vector Regression (SVR), Nichtlineare Finite Ele-
mente, Kernel Funktion, Hyperparameter, Elasto-Plastizitit

Abstract

In this thesis, investigations on model reduction of mechanical systems with elasto-plastic ma-
terial behaviour are carried out. The investigated method for model reduction in this work is
the Support Vector Regression (SVR). After a state of the art in model reduction of mechanical
systems, the theory of continuum mechanics and the finite element method (FEM) is provided.
Following a detailed presentation of the mathematical background of Support Vector Regressi-
on, the method is applied to the one-dimensional, purely phenomenological elasto-plastic case.
A essential chapter is addressed towards the application of the method to the three- and two-
dimensional elasto-plastic case, preceded by a finite element calculation.

In the numerical studies, it is shown that the Matérn 5/2 kernel function is very well suited
for applications in the field of elasto-plasticity, and with appropriately chosen parameters is
superior to other kernel functions. With different adaptive sampling methods presented in this
dissertation, a partial improvement can be achieved compared with the homogeneous cartesian
refinement. In the context of the FE application, the real strength of model reduction using SVR
becomes apparent.The non-uniform and non-smooth response surfaces of the selected quantity
of interest can be approximated with sufficient precision using Support Vector Regression. The
sensitivity in the different parameter directions allows an additional reduction of the necessary
training data by means of anisotropic grid structures.

Keywords: Model reduction, Support Vector Regression (SVR), non-linear finite elements,
kernel function, hyperparameter, elasto-plasticity
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Verwendete Notation

Skalare, Vektoren und Tensoren

Im Rahmen dieser Arbeit wird mit kartesischen Tensoren gearbeitet, sodass keine Unterschei-
dung zwischen den Basisvektoren und ihren reziproken Basisvektoren nétig ist. Das Konzept
des Dualraumes wird nicht bendtigt, sodass auch nicht mit dualen Basisvektoren gearbeitet
werden muss. Die Unterscheidung zwischen reziproken und dualen Basisvektoren wird hier in
Anlehnung an Miihlich| (2017) gemacht, in der klassischen Tensorrechnung werden diese Be-
griffe synonym verwendet. Indizierte Gréflen im Sinne der Tensorrechnung kénnen im Rahmen
dieser Arbeit somit durch ausschliellich tiefgestellte Indices dargestellt werden. Es wird die
FEinstein’sche Summationskonvention verwendet, nach der eine Summation bei doppelt auf-
tretenden Indices in einem Monom iiber diese Indices ausgefiihrt wird (Kreiflig und Benedix}
2013)). Die symbolische Schreibweise fiir Vektoren, also Tensoren 1-ter Stufe und allgemein Ten-
soren, also Tensoren mit einer Stufe > 2, ist in dieser Arbeit durch kursiven Fettdruck, z.B.
A = A;je; ® ej oder kalligrafischen Fettdruck, z.B. K = K;;re; ® e; ® e dargestellt. Die
fiir Tensoren verwendeten griechischen Buchstaben sind lediglich in Fettdruck dargestellt, z.B.
o =ojje; ® e;j. Fir Skalare, also Tensoren 0-ter Stufe, werden kursive oder aufrecht stehende,
aber nicht fett gedruckte Symbole verwendet, z.B. x oder x. Einige der verwendeten Operation
fiir Tensoren sind in der unten stehenden Tabelle aufgefiihrt.

Matrizen und Voigt-Notation

Matrizen werden in dieser Arbeit durch Symbole in aufrecht stehendem Fettdruck gekennzeich-
net, z.B. S := [S;;]. Im Rahmen der Voigt-Notation werden Tensoren in spezielle Matrizen-
schemata tiberfiithrt. Hier wird bei griechischen Buchstaben, z.B. €, aus dem Zusammenhang
klar, ob eine symbolische Tensorschreibweise oder Matrizenschreibweise gemeint ist. Einige der
verwendeten Operationen fiir Matrizen sind in der unten stehenden Tabelle aufgefiihrt.

Symbol Beschreibung

Skalarprodukt: Auch bekannt als einfache Verjiingung oder Kon-
traktion zwischen Tensoren

doppeltes Skalarprodukt: Auch bekannt als doppelte Verjiingung
oder zweifache Kontraktion zwischen Tensoren

® dyadisches Produkt: Auch bekannt als tensorielles Produkt zwi-
schen Tensoren

ei1 ez - ®e;n | Tensorbasis: Tensorielle Verkniipfung von n Basisvektoren zu einer
Basis fiir einen Tensor n-ter Stufe

T Transponierte Groéfle: Transponierter Tensor oder das Tauschen
von Spalten und Zeilen einer quadratischen Matrix

()1t Inverse Grofle: Inverser Tensor oder die Inversion einer quadrati-
schen Matrix

(T Invers-transponierte Groéfle: Invers-transponierter Tensor oder
das Invertieren und anschlieBendes Transponieren einer quadratischen
Matrix

1 i1=3
05 = {0 z 7&;‘ Kronecker-Symbol (auch Kroneker-Delta genannt)







1 Einleitung

In zahlreichen Forschungsdisziplinen, wie in Universitdten und externen Einrichtungen, aber
auch in Unternehmen, die danach streben, Spitzenprodukte auf den Markt zu bringen, ist
eine solide Rechenleistung fiir computergestiitzte Modellauswertungen eine Grundvorausset-
zung. Die Zusammenschliisse mehrerer Rechner, aber auch Grofirechneranlagen kénnen gezielt
zur Berechnung hoch aufgeléster numerischer Simulationen genutzt werden. Berechnungszei-
ten von Tagen bis hin zu Wochen sind bei komplexen Modellen keine Seltenheit. Gekoppelte
physikalische Systeme, die thermische, mechanische und elektrische Feldgleichungen miteinan-
der verbinden, aber auch Mehrskalensysteme in der Festkorper- oder Fluidmechanik erzeugen
groflen Berechnungsaufwand. Ein weiteres typisches Beispiel mit immensem Rechnerleistungs-
bedarf ist der Rollkontakt von Reifen (Nackenhorst), |2004)). GréBere Rechnerleistungen werden
in immer kiirzeren Abstdnden von den Hardwareherstellern angeboten. Auch wenn daher die
Berechnungszeiten in der Zukunft weiter reduziert werden, steht diesem Trend der Wunsch
nach immer detaillierteren und hoher aufgelosten physikalischen Beschreibungen entgegen. Auf
der anderen Seite ist es vielfach auch geradezu miihsam, eine aufwindige Berechnung erneut
durchzufiihren, wenn zum Beispiel lediglich ,ein“ Parameter geindert wurde. Gerade in Ent-
wicklungsphasen sind oft Trends und grobe Richtungen bei Veridnderungen oder Anpassungen
am Produkt interessant. Hierbei kommt es nicht auf eine ,exakte“ Losung an, wobei , exakt®
hier relativ zu sehen ist. Ein Forschungsbereich, der an dieser Stelle ansetzt, ist der Bereich der
sogenannten Modellreduktion. Die Grundidee besteht darin, die Daten eines hoch aufgelosten
Modells, sowohl Eingabe- als auch Ergebnisdaten, nach Abschluss einer Berechnung zu kon-
servieren und weiter in einem ,giinstigeren“ Ersatzmodell zu verarbeiten. Sind beispielswei-
se 5 hoch aufgeloste Modelle mit leicht unterschiedlichen Parametern berechnet worden, so
kann eventuell eine ausreichende Approzimation fiir eine sechste Parameterkombination auf
der Grundlage der 5 anderen hoch aufgelosten Modelle durchgefiihrt werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Ersatzmodell bzw. ein reduziertes Modell fiir die Behandlung
von Bauteilen mit elasto-plastischem Materialverhalten vorgestellt. Das Antwortverhalten von
mechanischen Modellen mit elasto-plastischem Materialverhalten ist zum einen nichtlinear (ab
einer gewissen FlieBgrenze). Andererseits ist es von mehr Materialparametern abhingig als ein
Modell mit rein linear elastischem Materialverhalten.

In Kapitel Wird ein Einblick in die Anwendungsgebiete reduzierter Modelle in der Mechanik
gegeben. Ein weiteres Unterkapitel widmet sich den verschieden Methoden der Modellredukti-
on, wobei auch hier der Fokus auf mechanischen Anwendungen liegt.

Das Kabpitel [3| fithrt den nétigen theoretischen Rahmen fiir die spéter folgenden mechanischen
Anwendungen in der Elasto-Plastizitdt auf. Ausgehend von der (Verzerrungs-)kinematik wer-
den nach der Einfithrung des Spannungskonzepts die Bilanzgleichungen der Festkérpermechanik
aufgestellt. Ein Hauptteil dieses Kapitels stellen die Materialgleichungen dar, wobei das in den
Modellen verwendete elasto-plastische Materialverhalten mit Verfestigung vorgestellt wird.
Fir die zu ,, Trainingszwecken* hoch aufgelosten Berechnungen wird im Rahmen dieser Arbeit
die Finite Elemente Methode (FEM) verwendet. Das Kapitelwidmet sich daher diesem heut-
zutage wohl meist verwendeten numerischen Naherungsverfahren in der Festkorper- und Struk-
turmechanik. Nach der Herleitung der schwachen Form der Bilanzgleichungen wird der Grund-
gedanke der FEM vorgestellt. Anschlieend folgt ein Unterkapitel iiber die Losungsverfahren
der FEM-Gleichungssysteme mit besonderer Riicksicht auf nichtlineares bzw. elasto-plastisches
Materialverhalten.

Fiir die Modellreduktion wird im Rahmen dieser Arbeit ein Ersatzmodell mit der sogenann-
ten Support Vector Regression (SVR) konstruiert. Dieses Verfahren, zusammen mit der An-
wendung auf Elasto-Plastizitéit, stellt den Kern der vorliegenden Arbeit dar und ist zugleich



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

nach bestem Wissen des Autors in dieser Form ein neuer Anwendungsbereich. Das Kapitel |§|
stellt die mathematisch-numerischen Grundlagen der Support Vector Regression vor. Zuerst
werden klassische, lineare Verfahren der Regression vorgestellt. Nach der Einfithrung der fiir
nichtlineare Phéanomene wichtigen Kernel Funktionen werden die linearen Verfahren auf diesen
Anwendungsbereich erweitert. Die Formulierung der Support Vector Regression erfolgt iiber
die Einfithrung einer speziellen Verlustfunktion, fiir dessen Losung ein Minimierungsproblem
unter Nebenbedingungen und Komplementaritéitsbedingungen ausgewertet werden muss. Von
entscheidender Bedeutung fiir die Ergebnisgiite ist die Wahl der Kernel Funktion sowie die
Wahl der Parameter, die das Verfahren steuern. Vielfach ist es sinnvoll, die Eingabedaten zu
standardisieren, weshalb ein separates Unterkapitel hierfiir vorgesehen ist. Im Rahmen dieser
Arbeit spielen nicht glatte Antwortspektren eine erhebliche Rolle, da dieses Phénomen gerade
bei elasto-plastischen Materialverhalten zum Tragen kommt. Aus diesem Grund widmet sich ein
eigenes Unterkapitel diesem Phanomen. Fiir die Giite eines Ersatzmodells ist die Positionierung
der Trainingspunkte entscheidend. In dem entsprechenden Unterkapitel werden unterschiedli-
che Methoden vorgestellt, mit denen die Trainingspunkte verteilt werden kénnen.

In Kapitel |§| werden die Studien des Autors zum ,reinen“, eindimensionalen elasto-plastischen
Materialverhalten vorgestellt, sprich ohne die Analyse mittels mechanischem FE-Modell. Die
wesentliche Materialroutine, das sogenannte Return Mapping und somit das Aufteilen der Ge-
samtdehnung in rein elastische Dehnung und rein plastische Dehnung mit entsprechender Span-
nungsantwort wird hier rein phdnomenologisch durchgefithrt. Die Auswirkungen der Kernel
Funktionen und der wesentlichen Parameter fiir die Support Vector Regression auf das nichtli-
neare und nicht glatte Antwortspektrum lassen sich hierbei sehr gut studieren und spéater auf
den dreidimensionalen FEM-Fall iibertragen. Im Anschluss an die Studien zur Kernel Funktion
und der Kalibrierung der Parameter folgt eine Untersuchung zum Phénomen der Uberanpassung
(engl. Overfitting). Das Kapitel schlieit mit einer umfangreichen Studie zu adaptiven Sampling
Methoden ab. Dabei werden zwei Verfahren vorgestellt und mit einer homogen Verfeinerung
der Trainingsdaten verglichen.

Die gewonnenen Erkenntnisse aus den Studien am eindimensionalen, rein phianomenologischen
Fall der Elasto-Plastizitdt werden in Kapitel E auf den dreidimensionalen (3D) und zweidi-
mensionalen (2D) Fall angewandt. Zuerst wird das mechanische Modell vorgestellt und die
Quantity of Interest definiert, fiir die das reduzierte Modell Ndherungslosungen liefern soll.
Im ersten Schritt werden 3D FE-Modelle mit unterschiedlichen Vernetzungsdichten untersucht.
Eine weitere Erhohung der Netzdichte wird fiir ein 2D FE-Modell durchgefiihrt, wobei im Rah-
men dieser Studie in einem zweiten Schritt die Verteilung der Testdaten gedndert wird. In
einem Unterkapitel wird die Sensitivitdt des reduzierten Modells in den Parameter-Richtungen
untersucht.

Das abschlieflende Kapitel [§]fasst die Arbeit und insbesondere die gewonnenen Erkenntnisse zu-
sammen und weist weiter auf Ausbaumoglichkeiten der Support Vector Regression im Rahmen
von nichtlinearem Materialverhalten hin.



2 Reduzierte Modelle

Fiir Parameterstudien oder Berechnungen mechanischer Strukturen, die mehrfach mit nur leich-
ten Modifikationen durchgefiihrt werden, ist eine Modellreduktion vorteilhaft. Dabei wird im
Folgenden unter einer Modellreduktion ein Ablauf verstanden, wie er in der Abbildungdar-
gestellt ist. Im ersten Schritt werden n hoch aufgeléste Berechnungen FHE (HF engl. fiir High
Fidelity) durchgefiihrt. Fiir einen Eingabedatensatz x; = [zi1 - - Tim ] verschiedener Parame-
ter x;; wird beispielsweise im Rahmen der Mechanik ein Finite Elemente Modell (FE-Modell)
berechnet. Das ermittelte Ergebnis dieser Berechnung, die sogenannte Quantity of Interest y;
(diese kann aus einer oder mehreren Groen bestehen), wird zusammen mit dem Eingabedaten-
satz x; abgelegt. Die Eingabe- und Ergebnisdatensétze der n Berechnungen, zusammengefasst
in X bzw. Y, werden im nichsten Schritt zum Trainieren des reduzierten Modells F*M (RM
engl. fiir Reduced Model) herangezogen. Im letzten Schritt, sozusagen die Anwendung, wird

Hochaufgeloste Berechnungen

]:HF
X:[Xl"'xn}HY:[}ﬁ”'yTL]

l

Reduziertes Modell F2M erstellen

(Xiayi)i:L,,n — FRM

l

Online Phase

RM S
Fe) =Y oy oy

Abbildung 2.1: Flussdiagramm einer Modellreduktion

mit dem Modell FEM | fiir einen neuen Eingabedatensatz x*, ein Ndiherungsergebnis y fiir
die Quantity of Interest berechnet. Dies geschieht mit erheblich weniger Berechnungsaufwand
als bei der hoch aufgelésten Berechnung. Ziel ist es, neben der Zeitersparnis die Abweichung
e = |y* — ¥| zwischen der hoch aufgelésten Berechnung y* und der approximierten Losung y
moglichst gering zu halten.

Die ersten beiden Blécke in Abbildung @ werden zusammen vielfach Trainingsphase genannt
und der letzte Block Online Phase. Die Trainingsphase stellt den Anwender vor zwei wesentliche
Herausforderungen:

1. Welches Modellreduktionsverfahren ist geeignet, bei ausreichendem Training hinreichende
Approximationen zu liefern?

2. Wie viel hoch aufgeléste Berechnungen werden fiir das Training bendtigt, um ein valides
reduziertes Modell zu erzeugen?



4 KAPITEL 2. REDUZIERTE MODELLE

Die genannten Fragestellungen sind in erster Linie von dem zu reduzierenden Ausgangssystem
abhingig, wobei dieser Sachverhalt genauso wie das gesamte Gebiet der Modellreduktion heut-
zutage intensiver Gegenstand der Forschung ist. Aus diesem Grund widmet sich Kapitel@der
Vielfalt mechanischer Anwendungen, um das Spektrum der Modellreduktion, gerade in Bezug
auf die Mechanik, zu veranschaulichen. In dem anschlieSenden Kapitel wird ein Uberblick
iiber die verschiedenen Verfahren der Modellreduktion gegeben.

2.1 Mechanische Anwendungen

Die Modellreduktion hat in all ihrer Vielfalt Einzug in die unterschiedlichsten wissenschaftli-
chen Disziplinen gehalten. Im Rahmen dieser Arbeit liegt der Fokus auf der Mechanik, sodass
im Folgenden einige interessante Veroffentlichungen diesbeziiglich genannt werden. Die Auflis-
tung erfolgt fiir ,,reduzierte Modelle“ in der Mechanik allgemein, sodass an dieser Stelle noch
keine Unterscheidung zwischen intrusiven und nicht intrusiven Methoden der Modellreduktion
durchgefithrt wird. Die Auflistung ist bei weitem nicht allumfassend und soll nur eine Idee von
dem aufzeigen, was mittels Modellreduktion mdoglich ist.

Eine umfangreiche Ubersicht zum derzeitigen Stand der Technik mit einer Einfithrung in die
grundlegenden Techniken der Modellreduktion ist in[Chinesta et al|(2017) gegeben. In[Carlberg|
erfolgt die Anwendung auf eine parametrisierte Problemstellung aus dem
Luft- und Raumfahrtbereich, speziell auf ein Standard Forschungs-Tragfliigelmodell. Fiir den
Tragfliigel soll in dieser Arbeit mithilfe der Modellreduktion eine optimale Struktur gefunden
werden. In der Arbeit von (2020) kommt eine nichtlineare Dimensionsreduktion
im Bereich der Hydrodynamik von Schiffen zum Einsatz. Die Versffentlichung von
zielt auf die Parameteroptimierung hochgradig nichtlinearer Systeme ab. Zum einen wird
hier eine Studie zur Energieaufnahme bei Crashtest Simulationen durchgefiihrt. Zum anderen
wird eine Topologieoptimierung im Bereich der Metallumformung vorgestellt. In
wird die Modellreduktion unter anderem auf ein Zwei-Stab-Tragsystem an-

gewendet, dass bei geometrisch nichtlinearer Betrachtung ein Durchschlagsproblem darstellt.

2.2 Verschiedene Techniken der Modellreduktion

In der vorliegenden Arbeit wird die Support Vector Regression (SVR) fiir die Modellreduktion
herangezogen. SVR stellt ein nicht-intrusives Verfahren der Modellreduktion dar. Im Gegen-
satz hierzu stehen intrusive Verfahren wie beispielsweise die Proper Generalized Decomposition
(PGD), die unter anderem in den Biichern von |Chinesta et al| (2013) und |Cueto et al.| (2016)
dargestellt wird. Erweiterungen fiir die Proper Generalized Decomposition werden beispiels-
weise in den Veréffentlichungen von |[Alameddin et al.| (2017) und Bhattacharyya et al.| (2018)
vorgestellt.

Im Folgenden soll das grundsétzliche Vorgehen von Modellreduktionsverfahren vorgestellt wer-
den. Dies soll anhand eines Modells aus dem Bereich der Strukturmechanik geschehen, welche
auch ausfiihrlich in den spéteren Kapiteln [3| und 4] zur Kontinuumsmechanik bzw. FEM be-
schrieben werden. Die Grofle von Interesse bzw. die Quantity of Interest sei das kontinuierliche
Verschiebungsfeld u = [uz uy uz}T, fir das im Rahmen der FEM eine Naherungslosung der
Form

n . .
u~ S hal, (2.1)

=1

gefunden werden soll, wobei die Summe iiber die Anzahl n der Knoten des FE-Modells zu
bilden ist. Mit h’ sind hierbei die Ansatzfunktionen gekennzeichnet und @* steht fiir die zu
bestimmenden Knotenverschiebungen. Die Freiheitsgrade (engl. Degrees of Fredom, DOF) re-
sultieren hier aus der FE-Diskretisierung und betragen fiir den angesetzten dreidimensionalen
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Fall DOFHF = 3n. Bei der Methode der reduzierten Basen (engl. Reduced Bases Methods) wird
jetzt davon ausgegangen, dass die angendherte Losung fiir das Modell mit einer deutlich gerin-
geren Anzahl an Freiheitsgraden DOF®M konstruiert werden kann: DOF®M « DOFHF = 3n.
Nach [Quarteroni et al(2015)), [Patera und Rozza] (2007) und |Quarteroni et al|(2011) kann aus
mathematischer Sicht festgehalten werden, dass die Losung des Problems auf einer niedrigdi-
mensionalen Mannigfaltigkeit neben der wahren, hochdimensionalen Mannigfaltigkeit entspre-
chend des FE-Ansatzes ,,lebt“. Dieser Sachverhalt kann ingenieurmiflig auf eine anschauliche
Weise interpretiert werden. Liegt beispielsweise ein linear elastisches, strukturmechanisches Pro-
blem vor, bei dem die Parameter ,,Elastizitdtsmodul“ E und ,,Querkontraktionszahl“ v variiert
werden sollen, so ist es ausreichend, in der Trainingsphase ,,wenige* hoch aufgeloste Berech-
nungen fiir verschiedene Parameter E und v mittels der FEM durchzufiihren und in der Online
Phase dann hieraus die Approximationen zu generieren. Das Verschiebungsfeld wird sich bei
Vorgabe neuer Parameter E* und v* nicht ,grundlegend“ &dndern, vielmehr nimmt es eine
Losung auf der niedrigdimensionalen ,, Losungs“-Mannigfaltigkeit an. Ein dhnliches Vorgehen
ist aus der Modalanalyse der linearen Strukturdynamik bekannt, bei der aus wenigen, niedrig-
frequenten Schwingungsmoden eine Losungsantwort durch Superposition ermittelt wird. Nach
|Swischuk et al.|(2019) kann ein N#dherungsansatz fiir das Verschiebungsfeld der Form

d
a(t;p) & Y ¥;bi(t;p), (2:2)
i=1

gemacht werden, wobei mit ¥; die globalenEI Ansatzfunktionen gekennzeichnet sind. Die vektor-
wertigen Gewichtungsfaktoren b; hingen in diesem Ansatz von der Zeit ¢t und einer Kollektion
an Parametern p ab, in dem gewihlten Beispiel gilt z.B. p = [E* v*]. Die Summe in Glei-
chung ist hierbei iiber eine deutlich geringe Anzahl d < n an Freiheitsgraden zu bilden als
in dem FE-Ansatz (2.1). In [Swischuk et al] (2019) wird gezeigt, wie der Ansatz (2.2), genauer
gesagt die Berechnung der globalen Basen W,;, weiter quantifiziert werden kann. Hierfiir werden

zunéchst in der Trainingsphase k hoch aufgeléste FE-Berechnungen fiir verschiedene Parame-
sl nl sl anoamn An]T
J

_1..., durchgefiihrt. Die Ergebnisse @; = [} Uy Uy - Ay Gy Ay
mit j = 1---k werden in der Matrix Q € R3"%* zusammengefasst, wobei in der Regel bei
FE-Modellen 3n > k gilt. Die wesentlichen Informationen iiber das Modellverhalten sind in
der sogenannten Schnappschuss-Matrix Q = [@1 - -- U] (engl. Snapshot Matriz) bereits ent-
halten. In dieser Form ist es aber noch nicht moglich, mit Q reduzierte Basen zu erstellen, da
in den Spalten der Matrix redundante Informationen vorhanden sind. In der linearen Algebra
zeichnet sich eine Basis dadurch aus, dass die Basisvektoren linear unabhéngig sind. Lineare
Unabhéngigkeit liegt beispielsweise vor, wenn jeder Basisvektor orthogonal zu den restlichen
Basisvektoren in der Spanne der Basisvektoren ist. Um eine solche Basis zu erzeugen, wird Q
einer Singuldrwertzerlegung (engl. Singular Value Decomposition, SVD) unterzogen, die da-
durch gekennzeichnet ist, dass sie anders als eine ,klassische“ Eigenwertberechnung direkt auf
nicht quadratische Matrizen angewendet werden kann. Die Singuldrwertzerlegung kann wie folgt
angegeben werden,

terkombinationen [Ej Vi } j

Q=v=wT, (2.3)

wobei V € R37%3" die Matrix der linken Singulirvektoren kennzeichnet und W € RF** die
Matrix der rechten Singulidrvektoren. Die Matrix 3 € R3™** ist eine zusammengesetzte Matrix
der Form

- m , (2.4)

1Die FE-Ansatzfunktionen h* nehmen an dem jeweiligen Knoten ¢ den Wert 1 an und an allen anderen
Knoten im Gebiet den Wert 0. Die Ansatzfunktionen W, seien zunéchst einmal unabhéngig von der FE-
Diskretisierung global und kontinuierlich iiber dem Gebiet aufgespannt.
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mit der Diagonalmatrix A = diag (o1 - - - 0,) € RF¥** der Singulirwerte o; der Matrix Q und ei-
ner ,Nullmatrix“ 0 € R3?~**k (Quarteroni et al}[2015). Die Singulirwerte o; von Q € R37x#
stehen mit den Eigenwerten \; der Matrix G = Q?'Q in dem Zusammenhang o; = v/\;
. Die Matrix G € RF** wir als Gramsche Matrix bezeichnet und beinhaltet
in diesem Fall die Skalarprodukte G;; = uiTuj der Snapshots. Eine geeignete Basis fiir den
allgemeinen Ansatz kann mit den ersten d Spalten {91 --- 94} C {v1 -+ vq --- V3n} aus
der Matrix der linken Singulérvektoren V generiert werden, wobei d < k gilt. Der allgemeine
Ansatz kann hiermit in die folgende Form umgeschrieben werden,

d
a(t;p) & Y 9:Bi(t;p) = O3, (2.5)
i=1
mit der Matrix @ = [9; -+ ¥4] der herangezogenen d Basisvektoren und der Matrix der re-

duzierten, skalaren Freiheitsgrade 8 = [8; - -- 5d]T. Aus dem Ansatz (2.5) wird sofort die auch
vielfach verwendete und zutreffende (englische) Bezeichnung Proper Orthogonal Decomposition
(POD) deutlich, handelt es sich doch um eine , geeignete“, orthogonale Zerlegung von 1 in die
Basisvektoren 9;. Wahrend @ = [ty Gy @.]7 in Gleichung eine , direkte“ N#herung fiir u
darstellt, ist @ € R3"*! in Gleichung wieder eine Formulierung in den Knotenverschei-
bungen im Sinne der FE-Diskretisierung. Die Losungsfindung erfolgt in der Online Phase dann
in den Freiheitsgraden 3; unter Eingabe der neuen, unbekannten Parameter t*und p = [E* v*].
Das Finite Elemente GleichungssysterrEI der hoch aufgelosten Berechnung Kt = fe;¢+ kann
jetzt wie folgt mit &t &~ © B in das reduzierte Gleichungssystem iiberfiihrt werden,

(?TK@ B= 0Tt , (2.6)
KeRrdxd fept ERIXL

wobei mit K die reduzierte Steifigkeitsmatrix und mit f.y: der reduzierte iuBere Kraftvek-
tor gekennzeichnet sind. Die unterschiedliche Lésungsfindung fiir das Verschiebungsfeld in den
Variablen @1 und B ist in Abbildung dargestellt. Die Abbildung verdeutlicht, dass die
Losungsfindung in den reduzierten Variablen 3 das Spektrum der moglichen Verschiebungsfel-
der 0 deutlich eingrenzt und die ,,Suche* auf die niedrigdimensionale Ldsungs-Mannigfaltigkeit
beschrankt.

Das vorgestellte Vorgehen fiir lineare mechanische Systeme ist aus dem Grunde sehr effizient,
weil die Parameter zum einen lediglich als Konstanten in die Elementbeitrége fiir die reduzierte
Steifigkeitsmatrix K und den reduzierten dueren Kraftvektor feyt+ eingehen. Zum Anderen sind
K und fez+ bei linearen Modellen selbst unverédnderliche Grofien, sodass die Berechnung
nur einmalig bei Abschluss der Trainingsphase durchgefiihrt werden muss. In der Online Pha-
se werden die neuen Parameter von Interesse einfach in das reduzierte Modell eingesetzt. Bei
nichtlinearen mechanischen Systemen kann die vorgestellte Vorgehensweise nicht direkt oder
auch gar nicht angewendet werden. Dieser Sachverhalt ist der Tatsache geschuldet, dass ein
nichtlineares Finite Elemente GleichungssysterrEl der Form fj,; () — fezt = O geldst werden
muss, bei dem eine Umformung wie in Gleichung nicht mehr ,allein“ zielfithrend ist
und somit zu einer Reduktion der Freiheitsgrade beitragt. Der sogenannte ,,Berechnungseng-
pass“ (engl: Computational Bottleneck) liegt hier in der Auswertung des internen Kraftvek-

9 fint

tors "f;,: (1) und dessen Ableitungen fiir die tangentiale Steifigkeitsmatrix "K zum

u n
Lastschritt n (Ghavamian et al. [2017). Denn, auch wenn eine analoge Matrizenmultiplikati-
on wie in Gleichung (2.6) fiir das linearisierte FE-Gleichungssystem méglich ist, so hingt die

2Fiir die genau Definition der Gréflen des FE-Gleichungssystems wird an dieser Stelle auf das Kapitel ‘
insbesondere auf die Gleichung (4.35]) verwiesen

3Die iterative Loésung eines nichtlinearen FE-Gleichungssystems wird ausfiihrlich in Kapitel beschrie-
ben
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. Trainingspunkte @; = [E¥ 1]
> 3 Neue Losung — 0* = [E* v¥]

D Niedrigdimensionale
Mannigfaltigkeit

E.,v Parameter

il Mbogliche Verschiebungsfelder

]:RJ\:I — B e Rdxl

Abbildung 2.2: Lésungsfindung im Rahmen der reduzierten Basen Methode auf einer niedrigdi-
mensionalen Mannigfaltigkeit in den Variablen B € R peben der wahren, hochdimensionalen
Mannigfaltigkeit in den Variablen i € R3™*! mit d < 3n

Berechnung der einzelnen Eintré’,geﬂ in der tangentialen Steifigkeitsmatrix und dem internen
Kraftvektor immer noch von der Anzahl 3n der Freiheitsgrade des vollen Systems ab
|[vamian et al., 2017). Dieser Berechnungsengpass kann fiir das bereits vorgestellte Verfahren
mittels einer sogenannten Hyperreduktion (engl. Hyper-reduction) verringert werden. In
[turantabut und Sorensen| (2010) und |Ghavamian et al.| (2017) wird hierfiir beispielsweise die
Diskrete Empirische Interpolationsmethode (engl. Discrete Empirical Interpolation Method),
kurz ,DEIM¢“ vorgestellt, die als intrusives Modellreduktionsverfahren eine Kombination aus
dem bereits vorgestellten POD-Verfahren und einer Interpolation darstellt. Das Ziel mittels
DEIM ist es, die Losungssuche weiterhin in den d reduzierten Variablen 8 = [8; --- 5d]T
durchzufiihren und den Ansatz G &~ © 8 mit den Basisvektoren ® = [9¥; --- ¥4] wie gewohnt
zu verwenden. Die jetzt nichtlinearen Snapshots werden vorab mittels Berechnung des vollen
FE-Systems fip¢ (0(¢; p)) — fezt = 0 durchgefiihrt, wobei ¢ und p wieder Parameter darstel-
len. Die nichtlinearen Snapshots @; fiir die Parameter [tj p’ ] werden wie gewohnt in

j=1--k
der Matrix Q € R3"*¥ zusammengefasst. Die im Rahmen der DEIM-Methode notwendigen
»Kraftvektor“-Snapshots werden in der Matrix Qs = [fin¢ (1) - - fine (Gg)] € R37%E zusam-
mengefasst. Die Singuldrwertzerlegung wird im Rahmen der der Trainingsphase jeweils auf die
beiden Matrizen Q und Q; angewandt. Im Anschluss an die Singuldrwertzerlegung kénnen
dann jeweils die d Basisvektoren © = [91 -+ ¥4] € R3"X4 und @5 = [Yy -+ Y 4] € R3nxd
extrahiert werden. Auf der Grundlage von @y wird jetzt ein Indices-Vektor i und eine Indices-
Matrix P erstellt,

DEIM (®;) — i€ R™! P eR3"*¢
P=ler e
i=[11---1d], (2.7)

wobei die Ij in i Indices aus der gesamten Spanne 3n der DOF’s des vollen FE-Modells anneh-
men kénnen. Die er; in P kennzeichnen jeweils die j—te Spalte der Identitédtsmatrix I € R3n X371

9
4Fiir Materialnichtlinearititen ist beispielsweise eine Materialroutine auf Integrationspunktebene fiir —

5
durchzufiihren, wéhrend bei linearen mechanischen Systemen durchgehend die konstante 6 X 6 Elasti-
zitdtsmatrix verwendet werden kann.



8 KAPITEL 2. REDUZIERTE MODELLE

und DEIM (-) beschreibt die Anwendung des DEIM-Algorithmus aus |Ghavamian et al.| (2017]).
Der DEIM-Algorithmus gibt sozusagen iiber eine Auswahl an DOF’s des vollen FE-Modells
Aufschluss dariiber, welche Elemente der FE-Vernetzung unter der gegebenen Belastung einen
wesentlichen Einfluss auf das Losungsverhalten haben und welche weniger. Nach
9 fint

2073

et al.| (2017) kann folgende Umformung fiir f;,; und "K = zum Lastschritt n durch-

n

gefithrt werden

-1
"fint ~ ©f (PTO;)  PT "fins

ngDEIM
int

—1
"K~0©;(PTe;) PT'K. (2.8)

nKDEIM

Der entscheidende ,,DEIM-Part® in der Modellreduktion ist die Berechnung bzw. genauer gesagt
das Assemblieren von "fg}flM und "KPEIM Dy die Index-Matrix P diinn besetzt ist, reicht es
fiir den Assemblierungsprozess aus, von vornherein nur die Element(-beitréige) zu berechnen,
die nach dem Indices-Vektor i = [I1---1d] iiberhaupt relevant sind. Ist fiir ein betrachtetes
Element mindestens ein zugehoriger (globaler) Freiheitsgrad in i enthalten, so wird das Ele-
ment ausgewertet und in die Assemblierung einbezogen. Trifft dies nicht zu, wird das Element
weggelassen und verursacht somit auch keinen Berechnungsaufwand. Der inkrementelle oder
inkrementell-iterative Losungsprozess kann dann mit dem reduzierten (linearisierten) System

oT"Ke g= 7" f,, — eT"f 2.9
%/—’B # _,ﬂt; ( )
nKecRdxd n+1f,, €REXT  nf,  cRdX1

stattfinden, wobei "f;,; und "K die Approximationen aus sind. In
wird das Verfahren noch weiter optimiert, indem eine zusitzliche Klassifizierung der
in Betracht kommenden nichtlinearen Snapshots vorgeschaltet wird (engl. Localized Discrete
Empirical Interpolation Method).

Eine weitere Moglichkeit der Hyperreduktion fiir das POD-Verfahren wird in
iiber das Heranziehen von Ansatz-Polynomen vorgestellt. Ohne an dieser Stelle
ins Detail zu gehen, soll hier nur die grundlegende Idee vorgestellt werden, in der ein Ansatz
der Form

OT £,,1(1) = a+b;B; +c;;8:8; + dijrxBiB; B (2.10)

gemacht wird, wobei auch hier wieder der klassische POD-Ansatz G =~ ©(3 integriert ist. Die
Gréflen a, by, ¢;; and d; ;i sind vektorielle Polynom Koeffizienten.

Ein ebenfalls effizientes und intrusives Modellreduktionsverfahren wird in der Arbeit von [Millan|
durch das Heranziehen von datenbasierten generalisierten Koordinaten er-
zielt. Der Ansatz in dieser Arbeit unterscheidet sich von dem bisher vorgestellten Ansatz indem
hier vorab eine nichtlineare Dimensionsreduktion (engl. Nonlinear Dimensionality Reduction,
NLDR) auf Basis der Snapshotmatrix Q durchgefiihrt wird. NLDR dient hier zur Einbettung
der hochaufgelésten 3n Koordinaten in die d generalisierten Koordinaten.
zeigen in ihrer Arbeit anhand eines nichtlinearen elastodynamischen mechanischen Sys-
tems, wie die generalisierten d Koordinaten zur Formulierung der Systemgleichungen verwendet
werden kénnen.

Ein an dieser Stelle ebenfalls erwéhnenswerter Ansatz wird in [Herndndez et al| (2014) mit
der Aufsplittung der Basis © in rein inelastische ®¢"¢! und rein elastische Moden @ vorge-
stellt. In seiner Arbeit wendet er dieses Vorgehen auf reprisentative Volumenelemente (engl.
Representative Volume Element, RVE) fiir die Mehrskalen-Homogenisierung (engl. Multiscale
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Homogenization) an.

Fiir Modellreduktionsverfahren, die in der Online Phase die zugrunde liegenden Gleichungen
des physikalischen Modells nicht mit einbeziehen, ist das ,,Erkennen® des Ldsungsverhaltens in
der Trainingsphase von entscheidender Bedeutung. In der angelsédchsischen Literatur werden
fiir diese Verfahren weitestgehend die Begriffe Surrogate Model, zu deutsch Ersatzmodell oder
auch Metamodel fiur diese Art der Modellreduktion verwendet. In dem Lehrbuch von

werden die VerfahrerEl

e Polynomial Response Surface Models
e Radial Basis Funktion Models

e Support Vector Regressions Models
o Gaussian Process Models

e Backpropagation Neural Network Models

in kompakter Form vorgestellt. Der unterschiedliche mathematische Hintergrund jedes der auf-
gezéhlten Verfahren soll an dieser Stelle nicht weiter vertieft werden, zumal im Rahmen dieser
Arbeit die Support Vector Regression detailliert in Kapitel@behamdelt wird und als gewéhltes
Verfahren der Modellreduktion in Kapitel |§| und E auf mechanische Systeme angewendet wird.
In dem Buch von |[Shawe-Taylor et al| (2004) wird in dem Kapitel Pattern Analysis Using
Eigen-Decomposition unter anderem auch eine Einfithrung in die Hauptkomponentenregressi-
on (engl. Principal Component Regression, PCR) gegeben. Dieses Regressionsverfahren bein-
haltet eine Hauptkomponentenanalyse (engl. Principal Component Analysis, PCA), die ein
weit verbreitetes Verfahren zur Dimensionsreduktion darstellt. Zur Motivation dieses Ver-
fahrens sei ein mechanisches System zugrunde gelegt, bei dem fiir einen Eingabedatensatz
X; = [x41 - -~x¢m}T € R™*1 (hier als Snapshot) nach Auswertung des Modells ein Ergebnis
fiir die Quantity of Interest y; = [yi1 - - - yiw]® € R¥*! zuriickgegeben wird. In der Trainings-
phase werden beispielsweise k hoch aufgeloste Berechnungen durchgefiihrt und die Ergebnisse
in den Matrizerﬁ X = [x1-x] € R?*FP und Y = [y1---yi] € R¥*F abgelegt. Fiir die
Hauptkomponentenanalyse wird zuerst die Kovarianz Matrizx C = %XXT € R™X™ aus der

Snapshot Matrix X € R™** berechnet. Die Eigenwertberechnung kCv = v resultiert in die
m Eigenvektor-Eigenwert Paare (v, A;),_1...,,,» die in einem direkten Zusammenhang mit den
k Eigenvektor-Eigenwert Paaren (w;, A;),_;...,, der Gramschen Matrix G = XTX e Rkxk
stehen
! X — !
v=——Xw; w; =

NoVE oy
Die Dimensionsreduktion im eigentlichen Sinne entspricht dann einer Projektion der Snapshots
X; = @41 - Tim] T oder auch neuer Daten x* auf die Hauptachsen v; wobei nur eine geringe
Anzahl r der ,gréften” Hauptachsen herangezogen wird

XTv,. (2.11)

%; =STx; ; x* =STx*. (2.12)

Hierbei enthilt die Matrix S = [vi---v.] die ersten r Eigenvektoren von C und die X € Rrx1
sind die sogenannten Hauptkoordineten (engl. Principal Coordinates) (Shawe-Taylor et all

5An dieser Stelle werden die englischsprachigen Begriffe verwendet. Aktuelle Beitridge der Scientific Com-
munity in diesem Feld kénnen bei Kenntnis der englischen Bezeichnungen schneller gefunden und eingeordnet
werden.

SIm Hinblick auf die bereits vorgestellte Singulirwertzerlegung sei m > k vorausgesetzt, was lediglich einer

kompakten Darstellung im Rahmen dieses Kapitels dient. In (2011) werden die Félle m > k

und m < k ausfiihrlich beschrieben.
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. Das Vorgehen der Hauptkomponentenanalyse kann auf nichtlineare Zusammenhénge mit
Hilfe von Kernel Funktionen k (x;,x;) erweitert werden. Auf Kernel Funktionen sowie Kernel
Matrizerﬂ K mit den Eintrdgen K;; = k(x;,x;) wird in dem Kapitel detailliert einge-
gangen. In der kernelbasierten Hauptkomponentenanalyse (engl. Kernel Principal Component
Analysis, Kernel PCA) werden zuerst die Eigenwerte und Eigenvektoren (w;, A;);_;.., der
Kernel Matrix K berechnet. Unter Beriicksichtigung des Zusammenhangs aus Gleichung
kann eine Projektion auch mit den Eigenvektoren von K durchgefiihrt werden. Nach
oder auch [Shawe-Taylor et al.| (2004) kénnen jetzt die nichtlinearen Hauptkoordi-
naten (engl. Nonlinear Principal Components) 5(; der Snapshots x;, mit [ = 1---k, bezliglich

der r groften Eigenvektoren von K € R¥** wie folgt angegeben werden

k
_, 1

/- - k(i
Zi; (x1) bW 222110]1 (x4, %)

Wi = [wjl"'wjk]T ,j=1-1r

) =[& %] =1k (2.13)
Fiir einen neuen Datenpunkt x*, der nicht im Bereich der Trainingsdaten (Snapshots) X liegt,
muss in Gleichung (2.13)) lediglich x; durch x* ersetzt werden. Fiir die Hauptkomponentenre-
gression (Kernel PCR) werden die Daten X = [x1 - %3] € R™*F und Y = [y; - - - y] € RW*F
zusammen in Betracht gezogen, um ein reduziertes (Regressions-)Modell .7-'(134) =y fiir das hoch

Flar) =
X"
wie folgt berechnet werden

aufgeloste Modell y zu erstellen. Nach |Shawe—Taylor et a1.| 42004[) kann die Regression

s
1
G =2 5 (Wivs)wi
SV ( )
¥j — j—te Spalte von YT € R¥*v
G =[Gyl i=1w
k
95 = Cijh (xi,x")
i=1
G =l iu]” | (2.14)

wobei die (;; als Gewichtungsfaktoren beziiglich der j = 1:--w Ergebnisfreiheitsgrade von y
betrachtet werden konnen. Die Verwendung einer zentrierten Kernel Matrix

1. 1., L orop .
K=_"jj"K- —Kjj" + > (JTKJ> it (2.15)
k k k
mit jT = [1---1] € R** | bringt durch eine Transformation des , Datenursprungs“ in den

,Datenschwerpunkt® fiir die Berechnung Vorteile, ist aber nicht zwingend erforderlich
|Taylor et al., 2004). In [Wibowo und Yamamoto| (2012) wird eine iiberarbeitete Version der
kernelbasierten Hauptkomponentenregression (engl. Revised Kernel PCR) vorgestellt, die die
Auswahl der in Betracht zu ziehenden Eigenvektoren optimiert.

Die vorliegende Arbeit zielt auf die Anwendung der Support Vector Regression (SVR) im Rah-
men der Strukturmechanik mit elasto-plastischen Materialverhalten ab. SVR wurde bereits
in zahlreichen mechanische Anwendungen erfolgreich eingesetzt. In der Arbeit von [Zhu et al]

"Wenn fiir die Kernel Funktion ein linearer Ansatz der Form k (xj,xj') = x’irxg' verwendet wird so ent-
spricht die Kernel Matrix K der Gramschen Matrix G = xTx.
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wird die Support Vector Regression im Bereich der Crashtest Simulation herangezogen.
In einer Studie wird die Widerstandskraft gegen das Eindriicken das Fahrzeugdaches optimiert.
In einer anderen Studie geht es um die Optimierung der Fahrzeugfront im Hinblick auf eine
Leichtbauweise. In wird SVR mit den Verfahren Response Surface Methodo-
logy, Radial Basis Functions, Kriging und Multivariate Adaptive Regression Splines verglichen.
Die Anwendung findet hier in erster Linie auf Stab- und Balkenstrukturen sowie einen Druck-
kessel und eine Stahlfeder statt. Der Autor zeigt, dass die Support Vector Regression hierbei
den anderen genannten Verfahren iiberlegen ist. In findet die Anwendung
von SVR auf die Optimierung eines Blechumformenprozesses statt.

Nicht-intrusive Methoden kénnen auch gezielt nur in Teilbereichen eines mechanischen Berech-
nungsmodells eingesetzt werden. In wird unter der Uberschrift Datenorien-
tierte Konstitutivmodellierung der Metalplastizitit die Support Vector Classifizierung (SVC)
genutzt, um ein Ersatzmodell fiir die FlieSfunktion der Elasto-Plastischen-Materialroutine zu
generieren. Mit dieser maschinell gelernten FlieBfunktion kann die Auswertung der FlieBfunk-
tion umgangen werden. Der wesentliche Vorteilt gegeniiber der konventionellen Auswertung der
Flieffifunktion ist nach der, dass neben den Spannungen auch mikrostruktu-
relle Parameter des Materials selbst mit in die Auswertung einbezogen werden kénnen. Eine
Einfiihrung in das Thema Datenbasierte Konstitutivgleichungen mit einer Ubersicht einiger
Arbeiten zu diesem Thema wird in [Chinesta et al.| (2020) gegeben.

In der praktischen Anwendung von Parameterstudien sind h&ufig mechanische Gréflen von
Interesse, die aus den Ergebnissen von Finite Elemente Berechnungen abgeleitet werden. Bei-
spiele hierfiir sind Verschiebungen an einem ausgezeichneten Punkt des FE-Modells, maximale
Spannungsspitzen in einem kritischen Bereich oder der quantitative Anteil an dquivalenter plas-
tischer Dehnung in Bezug auf das Gesamtvolumen des FE-Modells, um nur einige Moglichkeiten
zu nennen. Das Antwortverhalten dieser Groflen muss nicht zwangslidufig ,,glatt® sein, sodass
vielfach Unstetigkeiten und Spriinge sowie konstante Bereiche die Erstellung eines reduzierten
Modells erschweren. Daher soll im Rahmen dieser Arbeit mittels der Support Vektor Regres-
ston und einer geeigneten Wahl der Kernel Funktion sowie der regulierenden Parameter eine
Moglichkeit aufgezeigt werden, wie die genannten Schwierigkeiten im Rahmen einer Modellre-
duktion beriicksichtigt werden kénnen.







3 Kontinuumsmechanik

In diesem Kapitel werden die notwendigen kontinuumsmechanischen Grundlagen fiir den Rah-

men dieser Arbeit zugrunde gelegt. Die Darlegungen orientieren sich hier an den Biichern von
Stein| (1989), |de Souza Neto et al.| (2008)), [Parisch| (2003), Wriggers| (2013), |de Borst et al|
2014), KreiBig und Benedix| (2013)) und |Ibrahimbegovic| (2009).

3.1 Kinematik

Die Beschreibung der von einem Koérper ausgefiithrten Bewegung wird in der Festkorpermechanik
der sogenannten Kinematik zugeordnet. Ein Kérper kann dabei eine Bewegung mit oder ohne
Volumen- und Forménderung ausfithren. Letzteres wird als Starrkérperbewegung bezeichnet,
wo hingegen FErsteres eine Deformation beinhaltet. Fiir die Untersuchung der mechanischen
Beanspruchung von Strukturen ist es notwendig, Verzerrungsmafle auf der Grundlage von De-
formationen zu definieren. In diesem Kapitel soll ein geeignetes Verzerrungsmaf fiir die Theorie
kleiner Deformationen hergeleitet werden. Unter kleinen Deformationen soll verstanden wer-
den, dass sowohl die Verschiebungen als auch die Verschiebungsgradienten klein gegeniiber
den Bauteilabmessungen sind. Die Theorie kleiner Deformationen bringt weitere vereinfachen-
de Annahmen mit sich, die am Ende dieses Kapitels genannt werden und Einfluss auf die
Folgekapitel haben. Die Beschreibung der Kinematik im dreidimensionalen euklidischen Raum
kann entweder in kartesischen oder krummlinigen Koordinaten stattfinden, wobei fiir Letztere
eine zweckméfBige Spezialisierung mit sogenannten konvektiven Koordinaten moglich ist
015). Im Rahmen dieser Arbeit findet die Beschreibung der Kontinuumsmechnanik
ausschliellich in kartesischen Koordinaten statt.

Der betrachtete Korper nimmt zu jedem Zeitpunkt eine Position im dreidimensionalen Eukli-
dischen Anschauungsraum £ ein. Zu einem bestimmten ZeitpunktEl t = 0 nehme er die (meist
unverformte) Konfiguration B ein. Zu einem spiiteren Zeitpunkt nehme er die Konfiguration
»(B) ein. In der sogenannten Lagrange’schen Formulierung wird die Konfiguration B als Re-
ferenzkonfiguration bezeichnet und die Konfiguration ¢(B) als Momentankonfiguration. Das
Wesentliche an dieser Formulierung ist, dass zu jedem Zeitpunkt eine Abbildung von der Refe-
renzkonfiguration auf die Momentankonfiguration angegeben werden kann,

]

B+—s o(B) . (3.1)

Fiir die Beschreibung der Referenzkonfiguration wird ein globales kartesisches Basissystem
{E;}i=1,2,3 eingefiithrt. Fiir die Beschreibung der Momentankonfiguration wird entsprechend
ein globales kartesisches Basissystem {e;};—1,2,3 zugrunde gelegt. Die beiden globalen Basis-
systeme fallen im Rahmen dieser Arbeit zusammen bzw. werden iibereinander gelegt, was das
Transformationsverhalten zwischen den beiden Systemen erheblich vereinfacht (Parischl 2003|).
Die Transformation vereinfacht sich in diesem Fall zu (Stein [1989} [Ibrahimbegovic, |2009))

Ei cej = 51‘]‘
Ei = Jijej . (3.2)
Punkte, die zur Referenzkonfiguration gehoren, werden durch die Ortsvektoren X = X;FE;

ausgedriickt und Punkte, die zur Momentankonfiguration gehoéren, durch die Ortsvektoren
x = z;e;. Aus der Gleichung (3.1)) kann eine punktweise, funktionelle Abhéngigkeit ® = x(X)

1Im Weiteren wird der Ubersichtlichkeit halber auf eine zusétzlichen Indizierung ,t“ fiir die Zeitabhingig
an den Groflen verzichtet.

13
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zwischen diesen Ortsvektoren hergestellt werden. Es ist nun auch méglich, einen auf die Refe-
renzkonfiguration bezogenen Verschiebungsvektor w einzufiithren (Stein) [1989),

u=x—X = (§;z; — X;) Ej (3.3)

Die bisher aufgefiihrten kinematischen Zusammenhinge sind in der Abbildung dargestellt.
Fiir die Herleitung eines Verzerrungsmafles ist zuerst ein Gradient einzufiihren, den sogenannten

Deformationsgradient 2013))

ox;
F = E; 3.4
ax, & O &4
Die Koeffizienten des Deformationsgradienten kénnen auch in einer 3 x 3-Matrix [F;;] = [0x;/0X}]

Eje;3

E e

Abbildung 3.1: Verformungskinematik des Korpers B

zusammengefasst werden. Werden das Transformationsgesetz zusammen mit der Glei-
chung (3.3)) fiir den Verschlebungsvektor und ein auf die Referenzkonﬁguratlon bezogener Na-
bla- Operator in Vektorform V = 55— X E; herangezogen, so lisst sich der Deformationsgradient

auch in der folgenden Form angeben

Tr = ’U,j(Sjiei + Xjéjiei

3]

1 :X]'dﬂei@ia jEj:5ijei®Ej
7] Oou;

H = u;djie; ® - ~Bi=3 ;ei®Ej

ou;
F=1+H-= (6”—&- 5%, )€i®Ej
F=1+H=14+u®V. (3.5)
In der Darstellung (3.5) ist H = u ® V der sogenannte Verschiebungsgradient und 1 der

Einheitstensor, beide jeweils mit Tensorbasis-Anteilen in der Referenz- und Momentankonfi-
guration: e; ® E;. Der Deformationsgradient ist ein Tensor zweiter Stufe, genauer gesagt ein
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Zweifeldtensorﬂ was ihm eine entscheidende Rolle im Rahmen von geometrisch nichtlinearen
Berechnungen beimisst. Er ,,steht“ sozusagen mit einem Bein in der Referenzkonfiguration und
mit dem anderen Bein in der Momentankonfiguration .

Fiir Verzerrungsmafle miissen die der Verformung iiberlagerten Starrkdrperbewegungen isoliert
werden. Die reinen Translationen sind schon durch die Bildung des Deformationsgradienten
eliminiert (de Borst et al.[2014). Zur Eliminierung der Starrkérperrotationen wird der auf die
Refernzkonfiguration bezogene Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor E wie folgt definiert
(Stein), [1989} [Wriggers|, [2013))

Sl
—N—
C:FT~F:FkiFlei®ek~el®Ej
C:FliFlj E2®E] :Cij EZ®EJ
1 :67;jE7;®Ej

1 1
E::5(C71)=§(Cijf5ij)Ei®Ej. (3.6)

Die Groflie C wird als rechter Cauchy-Green Tensor bezeichnet und ist auf die Referenzkonfi-
guration bezogen . In ist der Identitédtstensor 1, anders als in der Dar-
stellung , mit beiden Basisvektoren in der Referenzkonfiguration definiert. Der Green-
Lagrange’sche Verzerrungstensor kann auch mit dem Verschiebungsvektor v und dem daraus
abgeleiteten Verschiebungsgradienten H dargestellt werden, was fiir die weiteren Herleitungen
vorteilhaft ist,

E::%<H+HT+HT~H)‘ (3.7)
Fiir eine konsistente Basisdarstellung ist bei den ersten beiden Summanden auf die Transfor-
2) zuriickzugreifen, sodass H = 0u;/0Xje; ® E; mit u;e; = ujdjE; als H =
Ou; /0X;E; @ E; dargestellt werden kann. Bei dem Produktterm in ist der Bezug zur
Basis in der Referenzkonfiguration analog zur Berechnung in automatisch gegeben. Somit
nimmt der Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor in der Basisdarstellung folgende Form an,

1/ 0u; Ou;  Ouy Ouy )
== L4 E R VR QE;. 3.8
2 (axj aX;  98X;0x;) " ©E; (38)

Der Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor eignet sich gut um Verzerrungen auch unter grofien
Deformationen, also auch grofien Starrkorperrotationen und Forménderungen, zu bestimmen.
Bei vielen Ingenieuranwendungen ist diese Beriicksichtigung nicht erforderlich, sodass nach

(2013) unter der Voraussetzung kleiner Verschiebungsgradienten (||H|| < 1), der qua-
dratische Teil vernachlédssigt werden kann. Das so gewonnene Verzerrungsmafl wird im Rahmen

kleiner Deformationen verwendet und als linearer Verzerrungstensor € bezeichnet,

1 (6ui + Ou;
e=— —
2\0X; 0X;

) E,RE;. (3.9)

2Die Kennzeichnung des Deformationsgradienten als Zweifeldtensor hat ihren Ursprung in der Differen-
zialgeometrie. Dort wird gezeigt, dass der Deformationsgradient F|X = TxB — Tpp(B) eine lineare Ab-
bildung zwischen den Tangentialriumen Tx B und Ty ¢(B) zu den Punkten X € B und = € ¢(B) herstellt.
Lehrbiicher, die diesen Ansatz verfolgen, sind beispielsweise |Bertram| (1989), [Marsden und Hughes| ,
|Epstein| 7|Romano| 2014)), [Steinmann| (2015) und |Lychev und Koifman|(2019). Aber auch Publikationen
und Veréffentlichungen wie |Aubram]| (2009), [Miehe| (1993), |Stumpf und Hoppe| (1997), [Kollmann und Hacken-|
, Epstein und Segev]| (1980), |Barthold| (2002), [Franze| (2013) und |[Romano et al.| (2014) behandeln
die Kontinuumsmechanik auf der Grundlage der Differenzialgeometrie. In dem Lehrbuch von Miihlich
wird der notwendige mathematische Rahmen Ingenieursstudenten mit der nétigen Sauberkeit zugénglich ge-
macht, wobei das Augenmerk immer auf der Mechanik liegt.




16 KAPITEL 3. KONTINUUMSMECHANIK

Die Annahme kleiner Deformationen hat iiber das lineare Verzerrungsmafl hinaus weitere
Konsequenzen fiir die Aufstellung und Berechnung der zugrundeliegenden Gleichungen in der
Festkorpermechanik. So konnen Integrationen und Differenziationen mit Bezug auf die Momen-
tankonfiguration mit Bezug auf die Referenzkonfiguration ausgefiihrt werden
2009). Dies bedingt, dass die Gleichgewichtsbedingungen bzw. Bilanzgleichungen am unver-
formten Korper, also in der Referenzkonfiguration aufgestellt werden konnen, was die Berech-
nungen erheblich vereinfacht. Dariiber hinaus kénnen virtuelle Verschiebungsfelder im Rahmen
der Finite Elemente Methode mit Bezug auf die Referenzkonfiguration angesetzt werden, ob-
gleich sie auf der Momentankonfiguration ,wirken“. Diese wichtigen Vereinfachungen sind in

den Definitionsgleichungen (3.10)), (3.11) und (3.12)) dargestellt,

X ~x (3.10)
/ dV =~ / dv®
B P (B)
/ dA ~ / dA% (3.11)
o8B 9p(B)
0 1o}
~ . (3.12)
0X; Ox;
Der schon eingefiihrte Nabla-Operator in Vektorform wird im Hinblick auf Gleichung (3.12)) im
Rahmen kleiner Deformationen als V = %ej mit w = u;e; verwendet, sodass
i
s
Vu:=u®V = ﬂei®ej (3.13)
Ox;

angesetzt werden kann. In der Gleichung wird auf der linken Seite der Operator Cha-
rakter deutlich, wo hingegen der mittlere Term die tensorielle Berechnung veranschaulicht. Der
Gradient erhoht somit die tensorielle Stufe um ,eins“. Der auf die Referenzkonfiguration be-
zogene Gradientenoperator wird oft mit Grad(-) und der auf die Momentankonfiguration mit
grad() bezeichnet, was einer besseren Unterscheidung dienlich ist (Wriggers, [2013). Im Fall
kleiner Deformationen gilt Grad(-) ~ grad(-), sodass wie in Gleichung (3.13) Vu := gradu

geschrieben werden kann. Mit der Formulierung aus Gleichung (3.13) kann der lineare Verzer-
rungstensor (3.9) auch folgendermafBien angegeben werden (Ibrahimbegovic, [2009)),

1
) ei®e;i=3 (Vu+vuT) . (3.14)

€= —
2

1 ( ou; Ou;
Oxz;  Ox;

Die Darstellung in der Basis {e; }i=1,2,3 hat fiir die folgenden Kapitel entscheidende Vor-
teile, da beispielsweise der Cauchy-Spannungstensor o in der Momentankonfiguration definiert
ist und somit von ,Natur aus“ in dieser Basis dargestellt wird. Die Gréflen o und € kénnen
somit im Rahmen kleiner Deformation ,,direkt“ miteinander verkniipft werden, wobei dann alle
Rechenoperationen, wie Differenziation und Integration, in den Koordinaten der Referenzkon-
figuration ausgefiihrt werden. Die Koordinaten des linearen Verzerrungstensors kénnen in einer
3x3-Matrix zusammengefasst werden,

€11 €12 €13
[eij] = |e21 €22 e23] (3.15)
€31 €32 €33
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wobei die einzelnen Eintrige €;; der Gleichung (3.14)) zu entnehmen sind. Dadurch, dass der
lineare Verzerrungstensor € symmetrisch ist, lasst er sich im Rahmen der sogenannten Voigt-
Notation als 6 x 1-Spaltenmatrix angeben

€ =le11 €22 €33 2€12 2¢€23 2613}T . (3.16)

Die Unterscheidung zwischen einer tensoriellen Darstellung, wie in , oder der Darstellung
in Voigt-Notation, wird aus dem Zusammenhang klar, sodass € stellvertretend fiir bei-
des verwendet wird. Im Folgenden wird der Begriff ,, Verzerrungstensor® synonym fiir linearer
Verzerrungstensor verwendet, da im Rahmen kleiner Deformationen hier kein Missverstédndnis
auftreten kann.

3.2 Spannungen

Die Beanspruchung eines Bauteils unter Last wird mafigebend durch die Magnitude der inneren,
die Struktur zusammenhaltenden Bindungskrifte, gekennzeichnet. In der Festkérpermechanik
dient das Konzept der Spannungen dazu, diese Beanspruchung punktuell zu bewerten. Die wah-
re, in der betrachteten Struktur vorliegende Spannung, wird als Cauchy-Spannung bezeichnet
und mit dem Symbol o gekennzeichet. Im Folgenden soll die Cauchy-Spannung definiert und
daraus folgende Konzepte und Berechnungsvorschriften aufgefiithrt werden.

Der betrachtete Korper befinde sich in einer belasteten und verformten Lage, die von einer zu-
grunde gelegten kartesischen Basis {e;}i—1,2,3 aus beschrieben wird (Momentankonfiguration,
sieche Annahmen Kapitel . Durch den Kérper wird ,,gedanklich® ein Schnitt gelegt, siehe
Abbildung In der Schnittfliche wird ein Flichenelement AA betrachtet, auf das durch die
freigelegten inneren Krifte eine Schnittkraft Af wirkt. Nach de Borst et al.|(2014) kann durch
die Grenzwertbildung

A
t= lim f

Aa—0 AA (3.17)

der Spannungsvektor t ermittelt werden. Dem Fliachenstiick AA ist eine Orientierung in Form
eines Normalenvektors n zuzuordnen, sodass auch von einem orientierten Flichenelement
AA = AAn gesprochen werden kann. Der Spannungsvektor ¢ héngt also nicht nur von der
Richtung der Schnittkraft Af, sondern auch von der Flichenorientierung n ab. Eine direkte
Verbindung zwischen dem Spannungsvektor ¢ und dem Flichen-Normalenvektor n wird durch
die Cauchysche Formel (Kreifiig und Benedix, 2013) hergestellt,

t=0-n. (3.18)

Der in Gleichung (3.18) enthaltene Cauchysche Spannungstensor o (Tensor zweiter Stufe) re-
prisentiert die Belastung in einem Punkt des Korpers. Seine Koordinaten o;; kénnen durch
das Kréftegleichgewicht an einem infinitesimalen Tetraeder (auch genannt Cauchy’s Tetra-
eder (Ibrahimbegovic, 2009))) ermittelt werden. Mit Bezug auf die Basis {e;}i—1,2,3 kann der
Cauchysche Spannungstensor folgendermaflen angegeben werden,

o=o0;;e,Qe; . (3.19)

Die in Gleichung (3.18]) aufgefiihrte Abbildung zwischen zwei Vektoren kann nun folgendermaflen
aufgeschrieben werden,

Sin
b

——
t=o;npe; Qej- e, =on;e;, (3.20)
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AA

€3

..

€1
Abbildung 3.2: Spannungen am Schnitt durch den Kérper B

wobei n = ngey den Flichen-Normalenvektor in der Basisdarstellung représentiert. Die Abbil-
dungverdeutlicht die Ausfithrungen, wobei zusétzlich das sogenannte Schnittprinzip deut-
lich wird. Demnach wirken an dem gegeniiberliegenden Schnittufer die beschriebenen Groéfien
mit entgegengesetztem Vorzeichen. Die Koordinaten des Cauchy Spannungstensors, im Folgen-
den nur noch Spannungstensor genannt, kénnen analog zu den Verzerrungen im Kapitel [3.1] in
einer 3 x 3-Matrix zusammengefasst werden

o011 o012 013
[0ij] = |o21 o022 o023 . (3.21)
031 032 033

Der Spannungstensor stellt analog zum Verzerrungstensor einen symmetrischen Tensor zweiter
Stufe dar und ldsst sich somit in Voigt-Notation als 6 x 1-Spaltenmatrix angeben

o = [011 022 033 012 023 013]" . (3.22)

Die Unterscheidung zwischen der Darstellung in und wird aus dem Zusammenhang
klar. Anstelle der Darstellung in der Basis {e;};=1,2,3 kann eine Darstellung des Spannungszu-
standes in einem hierzu gedrehten Koordinatensystem stattfinden. Das sogenannte Hauptach-
sensystem {e} };—1 11,117 ist dadurch ausgezeichnet, dass der Spannungstensor lediglich durch
Normalspannungen dargestellt werden kann. Die Hauptachsen und die zugehérigen sogenannten
Hauptspannungen lassen sich durch eine Eigenwertberechnung ermitteln. Die Koordinatenma-
trix ist dann lediglich auf der Diagonalen besetzt

{ei}ti=1,2,3 — {€j Yi=r 11,111

o11 012 013 or 0 0
021 022 023 — 0 orr 0 . (3.23)
031 032 033 0 0  omr

Nach der Ermittlung der Hauptspannungen kann ein Spannungszustand auch im sogenannten
Hauptspannungsraum dargestellt werden, wobei die Koordinatenachsen hier als {o; }i—r 11,7111
gekennzeichnet sind. In dem Abschnitt iiber Materialeigenschaften, Kapitel werden weitere
Eigenschaften des Spannungstensors aufgefiihrt und verwendet. Letztendlich ist es das Ziel, eine
Verbindung zwischen den Verzerrungen und Spannungen fiir die Lésung mechanischer Analysen
herzustellen.
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3.3 Bilanzgleichungen

Fiir die Herleitung der sogenannten starken Form des Gleichgewichts wird der Weg iiber die
Impulsbilanz gew#hlt. Eine andere Moglichkeit ist die Aufstellung des Kriftegleichgewichts am
infinitesimalen Quader im Inneren des Kérpers.

Die Impulsbilanz am Kérper B kann beispielsweise nach |[de Borst et al.| (2014)) mit

/ tdA+/png:/p1'ldV (3.24)
oB B B

angegeben werden, wobei dA ein Flichenelement auf der Oberfliche 0B des Korpers ist, auf
das eine Oberflichenlast ¢ (engl. surface traction) wirkt. Die iibrigen Integrale sind iiber das
Volumen des Kérpers B zu fithren, mit dem infinitesimalen Volumenelement dV im Integran-
den. Die Dichte p, multipliziert mit der Erdbeschleunigung g und dem Volumenelement dVv,
ergibt die punktuell im Kérper vorliegende Gewichtskraft. Auf der rechten Seite in steht

der Trdagheitsterm in Form des Produktes aus der Dichte p, der Beschleunigung u = 82u
und dem Volumenelement dV. Die Oberflichenlast ¢ kann mit Cauchy’s Formel (| und
dem zum Flichenelement dA zugehorigen Flachen-Normalenvektor n auch als t = o - n ge-
schrieben werden. Mithilfe des Gauf8’schen Integralsatzes faB o-ndA= fB V - o dV kann die
Gleichung auch folgendermaflen umgeschrieben werden

/(V~a’+pg—p’i),)dV:0. (3.25)
B

Das Skalarprodukt mit dem Nabla-Operator in Vektorform entspricht der Divergenzbildung,
sodass auch die Schreibweise V - o := diveo iiblich ist. Die Divergenzbildung verringert die
tensorielle Stufe um ,eins“. Die Divergenz des Spannungstensors kann in der Basis {e; }i=1,2,3
angegeben werden

Bo'ij ,_%L (90'1‘3‘
V.o= B ei®ej ep =5 " €i = 0ijj€i. (3.26)
J

Die Impulsbilanz (3.25) kann nur erfiillt werden, wenn der Klammerausdruck auf der linken
Seite Null ist. Dies ist gerade die lokale, also punktuelle Erfiillung des Gleichgewichts, sodass
in jedem Punkt des Korpers

V-o+pg—pt=0 (3.27)
erfiillt sein muss, mit dem Nullvektor 0 auf der rechten Seite. Im Rahmen dieser Arbeit werden

nur quasi statische Prozesse betrachtet. Der Trdagheitseffekt der Masse muss demnach nicht

2
beriicksichtigt werden, da die zweite Zeitableitung der Verschiebung & = g?u vernachlédssigbar
klein ist. Somit ergibt sich die starke Form im statischen Fall zu

V.-o+pg=0
0ij,5 +pg9;i=0;1=1,2,3. (3.28)
Dies sind drei gekoppelte partielle Differenzialgleichungen, was aus der Indexschreibweise in

(3.28) deutlich wird. Die Drehimpulsbilanz am Kérper B, mit Bezug auf einen Ursprung O,
miindet in die Symmetrie des Spannungstensors

045 = 0ji —» O = O'T . (3.29)

Zur Erfiillung des Gleichgewichts sind sowohl Gleichung (3.28)) und Gleichung (3.29)) zu erfiillen.
Letztgenannte Gleichung wird automatisch durch die Verwendung des Cauchy Spannungsten-
sors erfiillt (Kreiflig und Benedix, 2013)).
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3.4 Materialgleichungen

Nachdem in den Kapiteln und der Verzerrungstensor € und der Spannungstensor o
fiir die Berechnungen im Rahmen kleiner Deformationen vorgestellt wurden, soll im néchsten
Schritt eine Beziehung zwischen diesen beiden Groflen hergestellt werden. Ohne diese Ma-
terialgleichungen, auch Konstitutivbeziehungen genannt, sind die Bilanzgleichungen aus dem
Kapitel @ nicht oder nur in Spezialfillen 1osbar.

3.4.1 Elastisches Materialverhalten

In Ibrahimbegovic| (2009) wird zwischen hypoelastischem und hyperelastischem Materialverhal-
ten im Rahmen der Elastizitdt unterschieden. Ersteres wird auch Cauchy’s Elastizitit genannt
und soll im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter betrachtet werden. Das hyperelastische Material-
verhalten wird auch Green’s Elastizitdt genannt und beruht auf einem Potential 1. Das Poten-
tial ergibt sich formal aus einer Integration der mechanischen Arbeit (Forménderungsarbeit),
die die Spannungen an den Verzerrungen vollbringen, sodass sich nach [Kreiflig und Benedix]
die Spannungen als partielle Ableitungen nach den Verzerrungen ergeben

oY
o=—.
Oe

(3.30)

Das Potenzial 1 wird auch Verzerrungsenergiedichte genannt. Im einfachsten Fall, der linearen
Elastizitéit, beschrieben durch das Hooke’sche Gesetz, ist das Potenzial 1 durch eine quadrati-
sche Form gegeben (Ibrahimbegovic} |2009)

1
P = 56 --C--g
1
P = € Cijkl €kl - (3.31)

Dabei ist C der Elastizitéitstensor vierter Stufe, der sich zur Basis {e; };=1,2,3 auch in Basisdar-
stellung angeben lasst

C=Cijjne Qe e, Qe . (3.32)

Der Elastizitdtstensor ist durch Hauptsymmetrien C;;x; = Cgi;; und Nebensymmetrien C; ;5 =
Cjiki = Cijix, gekennzeichnet. Im Fall der isotropen linearen Elastizitét kann der Elastizitatstensor
allein durch zwei materialspezifische Gréflen beschrieben werden

C=A1®1+2ul
1®1=60ne Ve e e

1
I= 5 (5ik§jl + §i15jk) e;Re;Rer,Rep . (3.33)

Der Identitdtstensor zweiter Stufe ist mit 1 = §;; e; ® e; gegeben, wohingegen I in einen
Tensor vierter Stufe darstellt, der in |de Souza Neto et al.| (2008) als symmetrische Projektion
oder symmetrische Identitit bezeichnet wird. Die sogenannten Lamé Konstanten A und p
kénnen auch im gingigeren Elastizititsmodul E und der Querkontraktionszahl v ausgedriickt
werden,

vE
A= A+v)(1—2v)°
E
y:m. (3.34)
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Ausgehend von Gleichung (3.30) und unter Beriicksichtigung von (3.31)), kann jetzt der lineare
Zusammenhang zwischen der Spannung o und der Verzerrung e folgendermafien angegeben
werden,

o=C--¢
o =Cijritmnei Qe Qe Qe -em®en=Cireke ®ej. (3.35)
—_—
S1mOkn

Im Falle der linearen Elastizitét, insbesondere der isotropen linearen Elastizitit lassen sich die
Koordinaten des Elastizitétstensors in einer 6 x 6-Matrix zusammenfassen

1-v) v v 0 0 0
v 1-v) v 0 0 0
vE v v 1-v) 0 0 0
cC= ———— 1—2v 3.36
Q+v)(1l-2v) | O 0 0 (A-2) 0 0 (3.36)
0 0 0 o &=
0 0 0 0 o U=

Die Darstellung (3.36) ist speziell geeignet im Zusammenhang mit der Voigt-Notation. Damit
lassen sich die Spannungen einfach als Matrizenmultiplikation aus dem Elastizitidtstensor und
den Verzerrungen berechnen,

o=Ce, (3.37)

wobei hier o und e in den Voigt Notationen (3.22)) bzw. anzusetzen sind. Bei einem
rein elastischen Materialverhalten ist der Spannungszustand allein vom vorliegenden Verzer-
rungszustand abhéngig; der deformierte Koérper kehrt nach Riicknahme der Belastung in seinen
urspriinglichen Zustand zuriick (Parisch} [2003).

3.4.2 Elasto-Plastisches Materialverhalten

Die Eigenschaft eines Materials, nach Entlastung wieder in seinen urspriinglichen Zustand
zuriickzukehren, ist bei vielen Werkstoffen nur bis zu einer gewissen Lastgrenze gegeben. Wird
diese Lastgrenze iiberschritten, so geht bei Riicknahme der Belastung nur ein Teil der Ver-
formung zuriick, ein anderer Teil bleibt auch nach der Entlastung im Bauteil bestehen. Das
sogenannte (plastische) Fliefen des Materials setzt in den hoch belasteten Regionen des Bau-
teils ein. Der Deformationsprozess ruft demnach nicht nur elastische Verzerrungen € im Korper
hervor, sondern nach Uberschreiten der elastischen Lastgrenze auch plastische Verzerrungen .
Im Rahmen der hier betrachteten kleinen Deformationen kénnen diese beiden Anteile additiv
zur Gesamtdehnung e zusammengefasst werden

e=¢e“+¢€P. (3.38)

In der Regel versagt ein Bauteil nicht schlagartig nach Uberschreiten der elastischen Lastgrenze,
sondern ist in der Lage, weiter Last aufzunehmen. In einem Last-Verformungs-Diagramm stellt
sich dies nach Uberschreiten der elastischen Grenze als ein weiter steigender, wenn auch meist
nicht mehr linearer Verlauf dar. Zum einen kann hierfiir eine sogenannte Spannungsumlagerung
im Bauteil verantwortlich sein, zum anderen auch eine sogenannte Verfestigung des Materials
selbst. In der Praxis treten meist beide Effekte gemeinsam auf und bedingen sich gegenseitig.
Ein Material ohne Verfestigung wird als ideal plastisch bezeichnet und ist in der Praxis eher
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selten vorzufinden. Da plastische Deformationen volumentreu sind, bietet es sich weiter an, den
Verzerrungstensor folgendermafien aufzuteilen,

1 146
€ = —€ €
3
e =tr(e)
1 :(5ijei®ej
1
E=¢€— 561 s (3.39)

wobei e die Volumendilatation fiir den hydrostatischen Anteil darstellt und & der Deviator des
Verzerrungstensors ist. Die Spurbildung ist mit tr(-) gekennzeichnet. Eine &hnliche Aufteilung
kann fiir den Spannungstensor durchgefiihrt werden. Die Begriindung hierbei liegt darin, dass
plastisches Flieflen nicht vom hydrostatischen Druckzustand abhéngig ist. Somit kann, ana-
log zum Verzerrungstensor, eine hydrostatisch-deviatorische Aufteilung des Spannungstensors
durchgefithrt werden,

o=—-pl+o
1
=——t
p=—3tr(o)
1 :6ijei®ej
6=0+pl, (3.40)

mit dem hydrostatischen Druck p und dem Spannungsdeviator &.

Die Verfestigungsmechanismen im Material werden in isotrope und kinematische Verfestigung
eingeteilt. Fiir die kontinuumsmechanische Beschreibung der Verfestigungsmechanismen ist das
Konzept der inneren Variablen geeignet, die fiir die Formulierung inelastischen Materialverhal-
tens eingefiihrt werden. Fiir den isotropen Anteil der Verfestigung wird die skalare Variable a
eingefithrt und fiir den kinematischen Anteil die tensorielle Variable 8. Wahrend im elastischen
Fall die mechanische Arbeit vollstindig in Form der Verzerrungsenergiedichte als Potenzial ge-
speichert wird, muss im elasto-plastischen Fall von dieser Theorie abgewichen werden. Hier geht
ein Teil der im Belastungsprozess vollbrachten mechanischen Arbeit in Form von Dissipation
D™, also Verlustarbeit durch das plastische FlieBen verloren. Mithilfe der internen Variablen ist
es nun moglich, die Arbeitsanteile in gespeicherte Verzerrungsenergiedichte ¢ und Dissipation
D" aufzuteilen

Y= (e%a,B) (3.41)

Dm:a__épf%d,%.g. (3.42)

Durch die Erweiterung der Argumente in der Verzerrungsenergiedichte (3.41)), mit den internen
Variablen a und 3, soll diese ab jetzt freie Energiedichte-Funktion 1 genannt werden. In Glei-
chung (3.42) beschreibt () = % eine Rate der Grofle, wobei ¢ hier als eine Prozesszeit gesehen
werden kann, da alle Betrachtungen im quasi statischen Fall formuliert werden. Demnach ist
&” die Rate des deviatorischen Anteils des Verzerrungstensors. Durch die Verfestigung wird das
MaB der durch &’ in Form von Dissipation verloren gegangenen mechanischen Arbeit an den
Spannungen o reduziert, was durch die beiden zusitzlichen Subtrahenden in Gleichung

ausgedriickt wird. Dabei sind @ und 3 die Raten der internen Variablen und

a2 (3.43)
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o
B

die zu den thermodynamischen Flissen konjugierten thermodynamischen Krdifte. Dabei kann
T als eine generalisierte Spannung aufgefasst werden, die auch als back stress bezeichnet wird.
Fiir die Formulierung eines elasto-plastischen Fliefigesetzes ist es zuallererst notig, eine Grenze
zu definieren, ab der ein plastisches Flieflen einsetzt. Im Rahmen dieser Arbeit wird die von
Mises’sche Flielbedingung fiir isotrope und kinematische Verfestigung angesetzt,

T =

(3.44)

s=1e—rl— 2"+ <o, (3.45)

hierbei ist 0¥ die anfingliche FlieSigrenze des Materials. Die Betonung ,anfinglich“ ist notig,
da das Material nach einmaliger Verfestigung einen Anstieg in der FlieSgrenze fiir eine erneu-
te Belastung erfihrt. Fiir eine zyklische Belastung ist es wichtig, den Bauschinger-Effekt zu
erfassen, was durch die kinematische Verfestigungsbeschreibung gewahrleistet ist. Die zur von
Mises’schen FlieBbedingung gehérende Flief$fliche kann im Hauptspannungsraunﬁ als Zylin-
der mit der hydrostatischen Achse als Rotationsachse dargestellt werden.

_ 40)

Die elasto-plastische Materialformulierung erfolgt in Ratenform () =5
fir die eingefithrten Gréflen &’ a, B, &, 7 und & Zusammenhénge formuliert werden miissen.
Hierfiir wird ein Optimierungsproblem fiir die Dissipation D" — max, unter Beriicksichtigung
einer Nebenbedingung, bestehend aus der FlieBfunktion (3.45) f(&,T,a) formuliert. Die Ne-
benbedingung wird iiber einen Lagrange-Multiplikator A eingebunden, sodass Folgendes gilt

sodass im Folgenden

L =—-D" 4 A\f(&,T,a) — stationir . (3.46)

Die Gleichung ([3.46) stellt ein sogenanntes Lagrangesches Funktional dar, zu dessen Erfiillung
noch die sogenannten Kuhn-Tucker Bedingungen der Plastizitét einzufiihren sind,

A>0, f<0,Af=0. (3.47)

Die Bedingungen koénnen in Hinblick auf die FlieSfliche interpretiert werden und besa-
gen, dass eine elastische Zustandsdnderung innerhalb der Fliefliche und eine plastische Zu-
standsdnderung auf der Flieffliche stattfindet . Zusétzlich zu den Kuhn-Tucker
Bedingungen muss beriicksichtigt werden, dass plastisches Flielen nur eintritt, wenn sowohl
f = 0 als auch f = 0 gegeben ist. Letzteres bedeutet, dass die FlieSfunktion zumindest eine
zeitlang gleich null sein muss und nicht nur die FlieBfliche ,kurz® beriihrt, was auch als Pra-
ger’sche Konsistenzbedingung bezeichnet wird (de Borst et al., |2014)). Tritt plastisches Flielen
ein, so ist der Lagrange-Multiplikator X\ ein Maf fiir die Grofle des plastischen Verzerrungsin-
krementes und der Gradient 2L zur FlieSflsiche

oo

of o—T

—— = ————=n

o6 |l —T|

0,

of =-n (3.48)

or
gibt die Richtung n = n;; e; ® e; des plastischen FlieBens an (Wriggers} 2013)). Die Ermitt-
lung der FlieBrichtung normal zur Flieffliche aus Gleichung (3.48]) zusammen mit der Ver-

wendung einer freien Energiedichte-Funktion wird als assoziierte Fliefiregel bezeichnet. Die
Losung des Optimierungsproblems (3.46)) mit den genannten zusétzlichen Bedingungen und

3Siehe hierzu Gleichung (3.23)) in Kapitel
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der Beschrankung auf lineare isotrope und kinematische Verfestigung fiihrt letztendlich auf die
folgenden Ewvolutionsgleichungen,

& —in (3.49)
. Of . /2
a= 22— 5 /2 3.50
“ da 3 ( )
8= 39 - s (3.51)
or
. . (/2
& =—Aa= A/\\/; (3.52)
2 . 2.
F—_BB=2i 3.53
t=-3BB=3An (3.53)
f:n..(zfgp)fgmfgmn..n:o (3.54)
. n--g
A= (3.55)
A+B
(1+ 422)
c=C". & (3.56)
~e Rn
e =ou (I - "A> (3.57)
+B | °
14 AL

wobei € den elasto-plastischen Tangentenmodul (Tensor vierter Stufe) darstellt. Die Grofen
A und B sind Parameter fiir die isotrope und kinematische Verfestigung und I ist der schon
in Gleichung (3.33)) eingefiihrte symmetrische Identititstensor vierter Stufe. Die Grofie p =

ﬁ ist eine der beiden Lamé Konstanten, wobei an dieser Stelle angemerkt sei, dass der

Lagrange-Multiplikator A nicht zu verwechseln ist mit der Lamé Konstante A = %
In Abschnitt soll nun die Integration der Evolutionsgleichungen vorgestellt werden.

3.4.3 Algorithmische Aspekte der Elasto-Plastizitéit

In diesem Abschnitt sollen die vorgestellten Raten Formulierungen des elasto-plastischen Ma-
terialverhaltens aus Kapitel in einen numerischen Rahmen eingebettet werden. In ei-
nem inkrementellen oder inkrementell-iterativen Losungsalgorithmus auf globaler Ebene hat
sich fiir die MaterialmutmeEI ein sehr effizienter Algorithmus etabliert, das sogenannte radial-
return-mapping, was einen Prddiktor-Korrektor-Algorithmus darstellt (de Souza Neto et al.|
[2008} [Parischl [2003). Im Folgenden soll At = "+1t — "¢ die Schrittweite darstellen und ™ (-)
bzw. "1 (.) die betrachteten GréSen zum Prozesszeitpunkt t bzw. t + At. Aus dem globalen
Lésungsalgorithmus wird ein neuer Verzerrungszustand "tle ermitteltEl Die Verzerrung "*le
muss nun innerhalb der Materialroutine in einen elastischen und plastischen Anteil aufgeteilt
werden. Zudem muss eine resultierende Spannung und eine Materialtangente an den globa-
len Losungsalgorithmus zuriickgegeben werden. Fiir die wiederkehrenden Folgeschritte miissen

41n der FEM erfolgt die Materialroutine auf Integrationspunktebene, siehe Kapitel
5In der FEM resultiert der Verzerrungszustand nt+le an den Integrationspunkten aus den Knotenverschie-
bungen des Elementes, siehe Kapitel@
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innerhalb der Materialroutine auch immer die plastischen Variablen und die FlieBfunktion up-
gedatet werden. Im Sinne des radial-return-mappings werden im Pradikatorschritt zuerst Test-
Groflen wie folgt ermittelt

ntle = tr ("Jrle)
1

ntlg _ntly _ 3 n+l,q (3.58)
ntlgtest — g (nHlg _ ngp) (3.59)

ntlgtest _ ntlgtest _n (3.60)

n+l test _ n (3.61)

n+1ftest _ ||n+1§test|| _ \/g (o.y + n+1atest) . (3.62)

Zuniichst muss die Test-FlieBfunktion (3.62) ausgewertet werden. Fiir den Fall "*1 ftest <o
liegt ein rein elastischer Schritt vor, sodass die Grofien einfach als

ntlgp — ngp (3.63)
n+10~_ — n+la~_test (364)
ntlr —nr (3.65)
ntly ="q (3.66)
nH1GP _n@eP (3.67)

angegeben werden konnen. In dem Fall "t1ftest > 0 liegt ein plastischer Schritt vor, sodass
zusitzlich das Inkrement des Lagrange-Multiplikators AX = "T1\ — "X und die Richtung des
plastischen Fliefens "t1n berechnet werden miissen. Die Gréfien lassen sich wie folgt berechnen

1 n+lo~_test
n —
"= g (3.68)
n+1ftest
A= —— s (3.69)
20 (14 457)
ntlgp — AN Tin (3.70)
n+1& — n+1&test _ 2/1, A\ n+1n (371)
2

il e 4 5AAB”“n (3.72)

2
ntly ="a 4+ \/;A)\A (3.73)
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2
ntlg —ntlzg _ AN (gu + 5B) ntlp (3.74)

ntlyp — ntl ptest (2u + % (A+ B)) AN (3.75)

~ 2uAN 1 2uAN
n+1pHep 14 H n+1 n+1
C=2u ((1 - ||n+1§test||> I- <1 i A??LB - ||n+1§test||> ne '"') . (3.76)

Die Gleichung zur Bestimmung der zuldssigen Spannung "1t1& ist in Abbildung [3.3
veranschaulicht. Bei der Darstellung in handelt es sich um die sogenannte m-Ebene, bei
der im Hauptspannungsraum die Ebene durch den Ursprung senkrecht zur Raumdiagonalen
o; = oy = oy als Projektionsebene genutzt wird. Die Achsen werden in dieser zweidi-
mensionalen Ansicht mit &7 ,6 77 und 6757 gekennzeichnet, da nur die ausschlaggebenden
deviatorischen Anteile dargestellt werden. Ausgehend von einem in der FlieBfliche f(&,T,a)

n+1o~,test

o1 ol

Abbildung 3.3: Schema des radial-return-mapping in der w-Ebene fiir den Flief3flichen-Zylinder
nach von Mises

liegenden Spannungszustandes & wird mit den ermittelten deviatorischen Verzerrungen "+1&
die deviatorische Test-Spannung "t16t berechnet. Im Sinne des radial-return-mappings muss
dieser auflerhalb der Flielfliche liegende und damit nicht zulédssige Spannungszustand zuriick
auf die FlieBfliche gebracht werden. Die Richtung ®T1n des Fliefiens ist nach Gleichung
gerade die normierte deviatorische Testspannung und somit radial gerichtet zur hydrostatischen
Achse des von Mises’schen Flieflachen-Zylinders im Hauptspannungsraum.

AbschlieBend muss von der Materialroutine die Spannung "o und die vollstindig, algorith-
misch konsistente Materialtangente "+1C? an den globalen Lésungsalgorithmus zuriickgegeben
Werderﬁ Die Spannung "o muss um den hydrostatischen Anteil erweitert werden und ergibt

SDie GroBen werden auf globaler Ebene fiir die Berechnung der internen Knotenkréfte und der tangentialen
Steifigkeitsmatrix bendtigt, siche Kapitel@zur FEM.
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sich zu
n+la_ — I*in+161 +n+16_
e = tr ("Tle)
3N+2
o= A2 (3.77)

3

wobei k der Kompressionsmodul ist und A und p wieder die Lamé Konstanten reprisentieren.
Fiir die vollstandige algorithmisch konsistente Materialtangente muss das inkrementelle Stoff-
gesetz Ao = C°P - .- Ae beriicksichtigt werden, sodass die ,,deviatorische“ Materialtangente
n+1E aus Gleichung zu erweitern ist,

n+1C5P — n+1c20l + n+1é‘3p T

1
I:I—§1®1, (3.78)
mit dem Projektionstensmml' und dem volumetrischen Anteil der Materialtangente "+1C5 ;.

Die aus rein deviatorischen Anteilen berechnete Materialtangente n+1¢°? muss wieder in den
»Spannungs-Dehnungs-Raum“ zuriickprojiziert werden und um den volumetrischen Anteil erginzt

werden. Nach (2013) ist eine Darstellung in der Form

ntly, _q_ 2uAN
T e
ntlp 1 _ 2UAN
1+ A:;;B ||n+1§test”
"MeP =1 @1 +2u ("TaZ - "o iR " tin) (3.79)

moglich. Auf die Verwendung der Spannungen 1o und der vollstindig algorithmisch konsis-
tenten Materialtangente »T1C“’ wird im Rahmen der FEM (Kapitel [4.5.1)) an entsprechender
Stelle hingewiesen.

"Dabei sind I = % (5z‘k5jl + 5il5jk) e, ®ej ®er ®e und 1 = §;;e; ® e; die bereits vorgestellten
Identitdtstensoren.






4 Finite Elemente Methode fiir hoch aufgeloste Berech-
nungen

In diesem Kapitel wird die Finite Elemente Methode (FEM) aufgezeigt, die im Rahmen dieser
Arbeit fiir die hoch aufgelosten Berechnungen der 3D-Elasto-Plastizitdt verwendet wird. Eine
ausfiihrliche Darstellung der FEM findet sich beispielsweise in den Biichern von ,
|de Borst et al.| (2014) und |Gawehn und Funk| (2020).

4.1 Schwache Formulierung der zugrunde liegenden Gleichun-
gen

Die Aufgabenstellung, die mittels der FEM gelést werden soll, kann im Hinblick auf die konti-

nuumsmechanischen Zusammenhéinge aus Kapitel [3] formuliert werden. Nach |[Gawehn und Funk|
(2020)) stehen fiir die unbekannten Gréfien

Verschiebungsfeld w (3 Unbekannte)
Verzerrungstensor &€ (6 Unbekannte) (4.1)
Spannungstensor o (6 Unbekannte) ,

die folgenden Gleichungen fiir die Lésung zur Verfiigung
Kinematische Gleichungen e = % (Vu+ VuT) (6 Gleichungen)
Gleichgewichtsbedingungen V -0 + pg = 0 (3 Gleichungen) (4.2)
Materialgleichungen Ao ~=C(e) -Ae (6 Gleichungen) .

Somit stehen den 15 Unbekannten aus die 15 Gleichungen aus gegeniiber, was
grundsétzlich eine Losung des Problems moglich macht. Die Materialgleichungen sind in in-
krementeller Ndherungsform gegeben, da im allgemeinen Fall der Materialtensor C (¢) vom
Verzerrungstensor abhéngig ist. Eine Ein-Schritt-Lisung ist lediglich bei linear elastischem Ma-
terialverhalten moglich. Vielmehr muss ein iteratives Losungsverfahren im Rahmen der FEM
formuliert werden. Die Gleichungen miissen zudem durch Randbedingungen erginzt wer-
den, die fiir eine eindeutige Losungsfindung notwendig sind

Dirichlet Randbedingungen : uw =wug Rand 0,8
(4.3)
Neumann Randbedingungen : t = tg Rand OB .

Dabei beschreiben 9,8 und 0:8 den kompletten Rand des Korpers B. Dies kann auch als
Vereinigung 98 = 9,,8U 8;:B geschrieben werden, bei der eine Uberschneidung der Réinder aus-
geschlossen ist: ) = 9, BN:B. Die zu l6senden Gleichungen fiir die gesuchten Gréfien
werden in auch als statisches Randwertproblem der Kontinuumsmechanik be-
zeichnet, im Rahmen dieser Arbeit fiir den Fall kleiner Deformation und ohne Beschleuni-
gungsterm. In der Mechanik sind nun zwei klassische Herangehensweisen fiir die Lésung des
beschriebenen Randwertproblems iiblich, die unter die Uberschrift Prinzipien der Mechanik fal-
len. Zum einen das Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials und zum anderen
das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (Wriggers) [2013; [Kreiffig und Benedix), [2013; [Stein)
|1989; [Tbrahimbegovic} [2009; |Gawehn und Funkl, [2020)). Die Methoden fiihren beide auf die glei-
che sogenannte schwache Form des Gleichgewichts und kénnen somit als einander dquivalent

29
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angesehen werden (Gawehn und Funk} 2020} [Ibrahimbegovic) 2009)).

Im Folgenden soll die schwache Form des Gleichgewichts mit dem Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen hergeleitet werden. Im ersten Schritt wird hierzu die lokal geltende Gleichgewichts-
bedingung (3.28]), auch starke Form genannt, mit einer Testfunktion multipliziert und iiber das
gesamte Gebiet integriert

/5u~(V~a+pg)dV:0

B

/(V-U)-JudVJr/pg-éudV:O. (4.4)
B B

Die Testfunktion du ist im Rahmen der Mechanik als die schon angedeutete virtuelle Verschie-
bung zu deuten. Die Forderung nach Erfiillung des Gleichgewichts erfolgt nicht mehr punktuell
sondern im gewichteten, integralen Mittel. Fiir den ersten Term in Gleichung wird im
Rahmen der Tensorrechnung, beispielsweise in |de Boer| (1982]), oder auch im Anhang zur Ten-
sorrechnung in |Wriggers| (2013) folgende Rechenvorschriftﬂ bereitgestellt

(Vo) du=V . (o-du)—0o--Véu. (4.5)
Der Term Véu := du ® V stellt einen Tensor zweiter Stufe dar und kann als zu du zu-
gehoriger wvirtueller Verzerrungszustand de := Vdou im Korper interpretiert werden. Somit

kann die schwache Form folgendermaflen umgeschrieben werden
/V-(a’-éu)de/a'--6edV+/pg-6udV:0. (4.6)
B B B
Der erste Term in Gleichung (4.6) kann jetzt mit dem Gauf’schen Integralsatz folgendermafien
ausgedriickt werden,
t
/V-(o-~5u) dv = o -n-dudA, (4.7)
B oB

mit dem auf dem Rand 9B des Korpers nach auflen zeigenden Flichen Normalenvektor n und
dem Spannungsvektor t. Mit dem Ergebnis aus dem Gauf8’schen Integralsatz kann die schwache

Form (4.6)) in

/0'~~6st: t-5udA+/pg~5udV (4.8)
B B B

W SA

umgeschrieben werden, mit der virtuellen inneren Arbeit §W und der virtuellen &uferen Ar-
beit § A. Nach dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen kann Gleichung (4.8) folgendermaflen
interpretiert werden:

Prinzip der Virtuellen Verschiebungen

Befindet sich ein belasteter Kérper unter einem Verschiebungsfeld w im Gleichgewicht, so ist
die virtuelle innere Arbeit §W, die die virtuellen Verzerrungen de an den wahren Spannungen
o verrichten, dquivalent zu der virtuellen dufleren Arbeit § A, die die virtuellen Verschiebungen
du an den dufleren Lasten t und pg verrichten.

1Diese Rechenregel aus der Tensorrechnung kann in Analogie zur Produktregel fiir das Ableiten zweier
skalarer Funktionen gesehen werden.
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4.2 Finite Elemente Ansatz

Fiir eine Finite Elemente Formulierung wird im Folgenden auf die Voigt-Notation umgestiegen.
Damit nimmt die schwache Form (4.8) folgende Gestalt an,

/ selodv = sultdA +p / sulgdv , (4.9)
B oB B
mit den Groflen in Voigt-Notation

be = [de11 Oeaa Se33 2012 28 €03 26 £13] T

o = [011 022 033 012 023 013] "
du = [duy duz 6U3]T

t = [t1 to t3]T

g=1lg1 92 93" . (4.10)

Zwischen den virtuellen Verzerrungen de und den virtuellen Verschiebungen du wird folgender
Zusammenhang hergestellt,

de = Déu, (4.11)

mit der Differenzialoperator-Matriz D, die folgendermaflen angegeben werden kann

— 8 -
o
0 2= 0
0 0 %
D=|, , . (4.12)
Oxo Oxq
o o
0 325 e
) a
5z 0 32yl

Mit Gleichung ({4.11)) kann die schwache Form (4.9) auch in folgender Form angegeben werden,

/ (Dsw)T o dV = / suTtdA + p/ sulgdv . (4.13)
B oB B

Ziel ist es, eine numerische N&herungslosung fiir die Gleichung zu finden. Pionierarbeit
wurde unter anderem von Walter Ritz mit seinem Ritzschen Verfahren geleistet
. Dabei wird ein Uberlagerungsansatz fiir das kontinuierliche Verschiebungsfeld
u = [u1 uz ug]T gewihlt, bei dem sogenannte Ansatzfunktionen mit Wichtungsfaktoren verse-
hen werden. Eingesetzt in die schwache Form lassen sich so Bestimmungsgleichungen fiir die
Wichtungsfaktoren ermitteln. Das Verfahren hat den Nachteil, dass es schwer ist, fiir kompli-
zierte Geometrien kinematisch zuldssige Ansatzfunktionen global zu formulieren
[2013). Im Gegensatz hierzu wird in der Finite Elemente Methode (FEM) das Gebiet
bzw. hier der Kérper B in eine finite, also endliche Anzahl Elemente bzw. Teilgebiete zerlegt.

Nach (2013)) kann dies durch

Ne
BrB"= ] Q. (4.14)
e=1
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formuliert werden, wobei B durch eine Vereinigung B" von n. finiten Elementen €. angenihert
wird. Ein finites Element Q. kann dabei geometrisch durch die Angabe von (Eck-) Knoten be-
schrieben werden. Der wesentliche Unterschied der FEM zum Ritz’schen Verfahren ist nun
der, fiir die gesuchten Feldgréfien solche Funktionen zu definieren, die an einem Knoten den
Wert 1 annehmen und an allen umliegenden Knoten in B" den Wert 0. Die Funktionen werden
dann wie bei dem Ritz’schen Verfahren mit Wichtungsfaktoren versehen und iiberlagert. Die
Funktionen miissen gewissen Stetigkeitsanspriichen geniigen, in unserm Fall C°. Das bedeu-
tet, dass lediglich die primére Grofle, bei uns das Verschiebungsfeld u stetig abgebildet werden
soll. Mit einem linearen Funktionsansatz wire diese Stetigkeitsanforderung erfiillt und kénnte
im ein- oder zweidimensionalen Fall als typische Hiitchenfunktion dargestellt werden. In [Ibra-
himbegovic| (2009) wird gezeigt, dass gerade diese Eigenschaft der Ansatzfunktionen und die
anschlieBende Uberlagerung fiir das Gebiet B" ein entscheidender Vorteil der FEM ist. Es ist
somit moglich, die schwache Form alternativ auf Elementebene zu formulieren und die resultie-
renden Gleichungen anschliefend zu assemblieren. Dies ist genau die numerische Uberlegenheit,
die die Finite Elemente Methode so auszeichnet. Ein Ansatz fiir das Verschiebungsfeld in einem
Element 2. kann wie folgt angegeben werden,

u. = Huie , (4.15)
wobei H die auf einem Element 2. formulierten Ansatzfunktionen sind und . die zugehérigen

Verschiebungen der Elementknoten. Fiir ein Elementtyp mit n Knoten kann die Matrix der
Ansatzfunktionen H folgendermaflen angegeben werden

hl(x) 0 0 s (%) 0 0
H=| 0 hl(x) 0 0 h™(x) 0 (4.16)
0 0 hi(x) - 0 0 h™(x)
noo— (a1 A1 ~1 . nn an an]T
. = [2] 4F a3 ay oay o ag]s . (4.17)

Eine Ansatzfunktion h*(x) auf dem Element nimmt am Knoten i den Wert 1 und an allen
restlichen Knoten den Wert 0 an. Somit kann beispielsweise durch einen trilinearen Funkti-
onsansatz in den Elementkoordinaten xe = [z1 x2 x3], € Qe ein stetiges Verschiebungsfeld in
Q¢ durch die Knotenverschiebungen ti dargestellt werden. Es ist zudem gesichert, dass das
Verschiebungsfeld u im gesamten Gebiet B" stetig ist, wobei die Gradienten nicht zwangsliufig
stetig sein miissen. Fiir das virtuelle Verschiebungsfeld wird der gleiche Ansatz du. = Hdte
gewihlt, mit dem virtuellen Verschiebungsfeld jue auf dem Element Q.. Hier ist H wieder die
auf einem Element (2. definierte Matrix der Ansatzfunktion (4.16)) und 6. die zugehérigen
virtuellen Knotenveschiebungen. Zusammen mit der Definition (4.11) kann fiir das virtuelle
Verzerrungsfeld

de. = DHoG,
Se. = Boi, (4.18)

geschrieben werden. Die B-Matrix ist hierbei eine 6x3n-Matrix der Gradienten der Ansatz-
funktionen, wobei n die Anzahl der Knoten pro Element ist. Fiir eine FE-Analyse sind alle
Knoten und Elemente in einer Vernetzung B" durchnummeriert, benachbarte Elemente sind
dabei durch gemeinsame Knoten miteinander verbunden. Die Zuordnung von Knoten zu Ele-
menten wird Konnektivitit (engl. Connectivity) genannt. Fiir den Assemblierungsprozess wer-
den die Inzidenzmatrizen Z. fiir jedes Element eingefiihrt, die die Konnektivitit widerspiegeln
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(de Borst et al., |2014). Damit kann zwischen den globalen Freiheitsgraden @1 bzw. di und den
Elementfreiheitsgraden ue bzw. §a. transformiert werden

N
St = Zedid

u. = HZ.a
Su. = HZ.51 . (4.19)

Dabei sind @ bzw. da N x 1-Spaltenmatrizen mit den N globalen Knotenfreiheitsgraden des
Modells. Die Inzidenzmatrizen Z. haben die Dimension 3nx N und sind lediglich mit Nullen
und Einsen besetzt (de Borst et al.| |2014). Die schwache Form kann jetzt wie folgt
aufgeschrieben werden,

Ne Ne Ne
saT <ZZT/Q Blogdve -zl /{m H tdA —p) zeT/Q HngW) =0. (4.20)
e e=1 e

e=1 e e=1

Die Gleichung (4.20)) kann nur erfiillt werden, wenn der Term in den Klammern verschwindet, da
die virtuellen Knotenverschiebungen éu beliebig sein kénnen. Demzufolge ist das algebraische
Gleichungssystem

Ne Ne Ne
ZZZ/ BTodve = ZZZ/ HTtdA® +pZzZ/ HTgdve
e=1 Qe e=1 Q. e=1 Qe
Ne
fine = zZ/ Blodve
e=1 Qe

Ne Ne
fm:ZzZ/ HTtdAe-i-pZZeT/ HTgdve
e=1 02 e=1 Qe
fint = fewt (421)

zu l6sen, mit der Spaltenmatrix der internen Knotenkréfte f;,; und der Spaltenmatrix der
externen Knotenkrifte fez¢. Mechanisch kann die Gleichung als das Auswerten des
Kriftegleichgewichts an den Knotenpunkten interpretiert werden. Bevor das Gleichungssys-
tem gelost werden kann, muss ein Verfahren fiir die Losung der Integralausdriicke auf
Elementebene bereitgestellt werden. Zudem entscheidet der Zusammenhang o (e(u)) dariiber,
ob am Ende ein lineares oder nichtlineares Gleichungssystem gelost werden muss.

4.3 Isoparametrisches Konzept

Fiir die Berechnung der Integralausdriicke in Gleichung hat sich das sogenannte isopa-
rametrische Konzept etabliert. Dabei handelt es sich um eine Koordinatentransformation vom
Element . auf ein Referenzelement €2,.. Isoparametrisch wird diese Transformation dadurch,
dass fiir die Formulierung der Elementgeometrie und das Verschiebungsfeld der gleiche An-
satz in den Koordinaten & = [£1 &2 €3] des Referenzelementes gewihlt wird. Die Matrix der
Ansatzfunktionen H wird jetzt in den Referenzelement-Koordinaten & formuliert,

ht(€) 0 0 - h"(§ 0 0

0 rl(&) 0 0 h™ (&) 0 . (4.22)
0 0 h'(€) - 0 0 h™(€)

s
Il
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Mit der Matrix (4.22)) werden die Elementgeometrie und das Verschiebungsfeld gleichermafien
in den Koordinaten & formuliert,

xe = HX, (4.23)
u, = Hi, (4.24)

wobei G, wieder die Knotenverschiebungen (4.17) des Elements sind und %, die Knotenkoor-
dinaten

1 51 +1

~ o o Py n1T
— n n n
Xe —»[xl $2 13 e $1 12 I3} .

(4.25)

Die isoparametrische Koordinatentransformation ist in Abbildungdargestellt. Die Integrale

Abbildung 4.1: Transformation eines 8-Knoten Kontinuumelements Q2. auf das Referenzelement

XA AP

Q.; Knotenkoordinaten % = [ &% &%)

iiber das Element 2. konnen mithilfe der Koordinatentransformation in Integrale {iber das
Referenzelement €, iiberfithrt werden,

dve = [ detJdvT . (4.26)
Qe Q

Der Ausdruck detJ, die Jacobi Determinante, gibt dabei an, wie sich ein infinitesimales Volu-
menelement dV ¢ in das entsprechende Volumenelement detJ dV" transformiert. Die zugehorige
Jacobi Matrix J berechnet sich folgendermaflen

Ozy  dmy  dxz
0¢1 0¢1 01

O0x oz oz oz
o o6 o0& o0& | - (4.27)

Oz Odmy  Ozz
0¢3 €3 0€3

J

Mit den Ansatzfunktionen in Referenzelement-Koordinaten h*(¢) aus (4.22) und den Knoten-
koordinaten %! = [2% &% &4 ] T aus 4.25)) kann die Jacobi Matrix auch in einfacher Summenform
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angegeben werden (de Borst et al., [2014),

ont {ahi o' ahir
o€ 081 02 03

"9,
J:ZEXT, (4.28)
i=1

wobei die Summe iiber die Anzahl n der Elementknoten geht. Durch den isoparametrischen
Ansatz kann die in x formulierte Matrix der Ansatzfunktionen H aus direkt durch die
Matrix der Ansatzfunktionen H aus in den Referenzelement-Koordinaten £ ersetzt wer-
den. In der Regel ist die Gravitation in Gleichung g als Konstante gegeben, sodass
hier keine weiteren Umformulierungen nétig sind. Der Ausdruck der Oberflichenlast t A€, mit
t = t(xe), muss noch in tdA” transformiert werden, mit t = t(£). Die Integralauswertung
iiber die Oberfliche des Elementes 02 wird im Referenzelement iiber 0f2, ausgefiihrt, wobei
die Ansatzfunktionen an der Oberfliche H|pq, des Referenzelementes auszuwerten sind. Nach
sind fiir die Oberflichenintegrale Ansatzfunktionen eines um eine Dimension
reduzierten Elementes einzusetzen. Fiir die Berechnung der internen Kréfte muss die B-Matrix

mit den Ableitungen g—;ﬂ noch in den Koordinaten £ des Referenzelements formuliert werden.
J

) ) ) T
Fiir die Transformation der Gradienten der Ansatzfunktion 27 — |2h° 9h® 0h in den Ko-
Ox Ox1 Oxo Ozs

ordinaten x kann die Inverse der Jacobi Matrix J—! = g—i herangezogen werde sodass die
transformierten Eintrige der B-Matrix, in den Koordinaten &, den Ausdriicken

on' _ (on
ox o€

(4.29)

entnommen werden konnen (de Borst et al.L 2014). Mit der B-Matrix in den Koordinaten
des Referenzelementes konnen die Ausdriicke aus (4.21)) in Integrale iiber das Referenzelement
iiberfithrt werden,

Ne
fine = > 27 / BT o detJdV"
Qr

e=1

Ne Ne
fort =y ZT / H tdA" +p> 2] / HTgdetTdv™ . (4.30)
e=1 Q. e=1 Qr

Der Vorteil des isoparametrischen Konzeptes wird in Gleichung (4.30)) deutlich. Fiir jedes Ele-
ment sind die Integrationsgrenzen gleich

+1 41 p41
/ detJ dV" = / / / detJ dg; dés dés . (4.31)
Q, -1 J-1 J-1

Die Knotenkoordinaten X, sind in den Ausdriicken B und detJ als konstante Faktoren in den
Polynomen der Koordinaten & enthalten. Der Nachteil ist allerdings, dass durch die Inverse
Jacobi Matrix J~! gebrochen rationale Ausdriicke in & entstehen.

2Der entscheidende Vorteil ist, dass % nie explizit berechnet wird, sondern die Jacobi Matrix J aus (4.28]
mit den Regeln der Matrizenalgebra invertiert werden kann.
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i w; &1 &2 &3
1 1 PR N IS S [
NE NE V3
2 1 + | -1 -L
NE NE V3
B 1 1 1
3 1 +ﬁ +ﬁ -7
1 1 1
4 1 +ﬁ v +ﬁ
1 1 1
5 ! |t T
1 1 1
6 ! V5| ~vs| *s
1 1 1
7 1 - | 5| 5
1 1 1
8 1 +% +ﬁ +ﬁ

Tabelle 4.1: Gaufl-Punkte i mit Wichtungsfaktoren w; fiir ein 8-Knoten-Kontinuumselement

4.4 Numerische Integration

Fiir eine effiziente numerische Auswertung der Integrale in hat sich das Gauf-Quadratur-
Verfahren durchgesetzt. Die Integrale werden durch gewichtete Summen der Integranden, aus-
gewertet an entsprechenden Stiitzstellen, approximiert. Fiir ein 8-Knoten-Kontinuumselement
sind fiir eine zuverldssige Integration nach dem Gauf-Quadratur-Verfahren 8 Stiitzstellen notig.
Die Stiitzstellen, auch Gauf-Punkte genannt, sind fiir das 8-Knoten-Kontinuumselement in
Tabelle dargestellt. Die Wichtungsfaktoren w; haben in diesem Fall alle den Wert 1. Die
Integrale aus Gleichung kénnen in Summen iiber die Integrationspunkte umgeformt wer-
den,

Ne ng
fint = Z ZZ Z w;q B,LTO'Z detJ;
e=1 i=1
Ne n; Ne Mg
fort =Y ZL> wiH t;+p> ZI> w;H] gdetd;, (4.32)
e=1 i=1 e=1 i=1

wobei die erste Summe iiber alle Elemente n. der Vernetzung B" geht und die zweite Summe
iber alle Gauf-Punkte n; eines Elementes ¢ zu fithren ist. Die numerische Integration leis-
tet einen wesentlichen Beitrag fiir die effiziente Implementierung in einem computergestiitzten
Berechnungsverfahren. Die Ausdriicke werden mit dem Gauf-Quadratur-Verfahren al-
lerdings nicht exakt gelost. Aufgrund der gebrochenrationalen Ausdriicke ist dies nicht moglich.
Der Fehler ist allerdings in einer tolerierbaren Groflienordnung.

4.5 Losung der Finite Elemente Gleichungssysteme

Um das FE-Gleichungssystem f;,,; = fegzt fiir die gesuchten Knotenverschiebungen G zu 16sen,
ist das Materialgesetz heranzuziehen. Im Fall der linearen isotropen Elastizitdt kann der Ma-
terialtensor C in Voigt-Notation aus herangezogen werden. In Voigt-Notation kann die
Spannung in einem Element dann folgendermafien angegeben werden,

o =CBZ.u . (4.33)
——

€
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Wird Gleichung (4.33)) in den Ausdruck fiir f;,; eingesetzt, so kann die Spaltenmatrix der
Knotenverschiebungen t ausgeklammert werden

Ne ng
fine = (Z z! <Zw BT CB; detJi> zc> 0. (4.34)

e=1 i=1

K

In diesem Fall ist dann ein lineares Gleichungssystem
Kua="~f: (4.35)

zu l6sen. Hierin ist K die N x N-Steifigkeitsmatrix der Struktur. N ist hierbei die Anzahl der
globalen Freiheitsgarde bzw. Knotenverschiebungen t. In das Gleichungssystem miissen noch
die Dirichlet Randbedingungen aus eingebaut werden. Die Neumann Randbedingungen
sind schon in fey¢ enthalten. Die Dirichlet Randbedingungen werden als vorgegebene Knoten-
verschiebungen in G eingesetzt. Durch das Tauschen von Zeilen und Spalten kann das Glei-
chungssystem in folgende Unterstrukturen aufgeteilt werden

e z
[u} - {f“t} . (4.36)
a* f:mt
Dabei sind @? die unbekannten Knotenverschiebungen der Struktur B". Die vorgegebenen Kno-
tenkrifte ff,, setzen sich aus den Oberflichenlasten auf dem Neumann-Rand und den Volumen-
kriften iiber B" zusammen. Der Anteil @% beschreibt die vorgegeben Knotenverschiebungen,
also die Dirichlet-Randbedingungen. Die Knotenkrifte f% , kénnen nach dem Schnittprinzip

als wirkende Lagerkrifte auf dem Dirichlet-Rand betrachtet werden, die zunichst unbekannt
sind. Zuerst wird das Gleichungssystem

Kll K12
K21 K22

11+t _ ot
Ko =f_,

- K" (4.37)

fiir Gt geldst. Im Anschluss kénnen die Lagerkrifte berechnet werden,
g g
feﬁz . K21laf + K227 | (4.38)

Die Steifigkeitsmatrizen K% (i = 1,2) sind symmetrische positiv definite Bandmatrizen, sodass
fiir die Losung des FE-Gleichungssystems (4.37) beispielsweise der LR-Algorithmus oder das
Cholesky-Verfahren angewendet werden konnen (Gawehn und Funkl |2020).

4.5.1 Iteratives Losungsverfahren: Newton—Raphson Methode

Wenn kein linear elastisches Materialverhalten vorliegt, lasst sich das Gleichungssystem f;,+ =
fext nicht in ein lineares Gleichungssystem wie in iiberfithren. In einem solchen Fall
von nichtlinearem Materialverhalten muss dann eine angendherte Losungsfindung formuliert
werden. Aus mathematischer Sicht kann dies als eine Nullstellensuche in G fiir den Ausdruck
fint — fezt = 0 betrachtet werden. Durch das nichtlineare Materialverhalten ist es zweckmifig,
die externe Belastung fez+ nicht in einem Schritt aufzubringen. Vielmehr ist ein inkrementelles
Aufbringen der Last vorteilhaft, wodurch ein sogenannter Lastpfad entsteht. Grundséitzlich
wird zwischen inkrementellen und inkrementell-iterativen Losungsverfahren unterschieden. Die
rein inkrementellen Losungsverfahren haben den Nachteil, dass sie vom vorgegebenen Lastpfad
abdriften (de Borst et al., 2014} |Ibrahimbegovic, |2009)). Unter ,, Abdriften“ ist zu verstehen, dass
fint dem vorgegeben Lastpfad der dufleren Belastung nicht folgt und somit ein immer gréfler
werdendes Ungleichgewicht entsteht. Dies kann durch kleine Schritte im Lastpfad minimiert,
aber nie ganz unterbunden werden, sodass ein Abdriften in jedem Fall in Kauf zu nehmen ist.
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Allerdings sind diese Verfahren relativ schnell. Das Defizit des Abdriften vom Lastpfad wird bei
den inkrementell-iterativen Verfahren durch eine Gleichgewichtsiteration in jedem Lastschritt
beseitigt. Das bekannteste Verfahren ist dabei das nach Newton-Raphson, was im Folgenden
hergeleitet werden sol

Fiir das Aufbringen der Last wird ein Kopfzeiger "(:) eingefiihrt, der den n-ten Lastschritt
kennzeichnet. Damit kann folgender Ausdruck fiir den Lastschritt n + 1 angegeben werden,

n+1fz’nt = nJrlfezt
nfint + Af'Lnt n+1fezt
Afiny =" ozt — "fine (4.39)

wobei Af;,; der Zuwachs der internen Knotenkrifte ist. Die Groflen auf der rechten Seite in
Gleichung (4.39) sind bekannt. Unbekannt ist das Inkrement A, welches das Inkrement der
internen Krifte Af;,: auf der rechten Seite der Gleichung erzeugt,

Ne ng
Afine = > 2> w; B Aoy detd; . (4.40)
e=1 i=1

Das Inkrement Au kann durch eine Linearisierung approximiert bzw. angendhert werden.
Hierfiir muss das Inkrement des Spannungstensors Ao ; linearisiert werden, wobei 4 sich auf
einen IntegrationspunktEl bezieht
801i) .
AO’Z‘ = BiZEAu . (4.41)
66(1) n S

Dabei ist die Ableitung der Spannungen nach den Dehnungen zum Lastschritt n die sogenannte
Materialtangente bzw. der verzerrungsabhiingige Materialtensor C(g). Im Rahmen dieser Ar-
beit wird das elasto-plastische Materialverhalten aus Kapitel m herangezogen. Die algorith-
mischen Aspekte aus dem Kapitel konnen direkt auf Integrationspunktebene umgesetzt
werden, sodass fiir die Materialtangente im Integrationspunkt ¢

8G<Z) — nc?P (442)

7

86(2) n

angegeben werden kann. Die Matrixeintriage fiir die 6 x 6-Materialtangente "Cfp am Integra-
tionspunkt ¢ konnen der vollstdndig algorithmisch konsistenten Materialtangente "CP aus
Gleichung entnommen werden. Die Koeffizienten werden nach |Ibrahimbegovic| (2009))
folgendermafen fiir die Voigt-Notation in die 6 x 6-Matrix eingetragen:

n ep ep ep ep ep ep
C1111 01122 61133 clll2 61123 61131

ep ep ep ep ep
62222 C2233 c2212 C2223 C2231

ep ep ep ep
c3333 03312 63323 03331

neep _
Ci - Cep Cep Cep (443)
1212 1223 1231
ep ep
sym Ca323  Cazap
csp )
31314 ;

3Im eindimensionalen Fall einer skalarwertigen Funktion y = f(x) entspricht dieses Verfahren, dann auch
Newton-Verfahren genannt, einem Tangentenverfahren zur Nullstellenfindung f(zo) = 0.
o (.
4Der Ausdruck ag((f')) 16st aufgrund der geklammerten Indices in diesem Fall nicht die Einstein’sche Sum-
K
mationskonvention aus.
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Fiir das Inkrement der internen Krifte ergibt sich somit folgender Ausdruck,

Afiny = (Z z7 (Z w; BT "CP B, detJi> ze> Ad, (4.44)

e=1 =1

nK

mit der tangentialen Steifigkeitsmatrix K im Lastschritt n. Die linearisierte Variante der
Gleichung (4.39) wird folgendermaflen angegeben

"KAG =" o — ing (4.45)

In einem rein inkrementellen Verfahren werden nach der Bestimmung von Au nicht nur die
Groflen "K und "f;,; neu berechnet bzw. aktualisiert, sondern auch die externe Last "1 1fq.;
weiter erhoht. Dies fiihrt, wie eingangs beschrieben, zum Abdriften der Lésung. Um ein Abdrif-
ten zu verhindern, wird im Newton-Raphson-Verfahren eine Gleichgewichtsiteration innerhalb
eines Lastschrittes durchgefiihrt. Hierfiir wird ein zusétzlicher Fufizeiger () fiir die Gleich-
gewichtsiteration eingefiihrt. In der sogenannten Materialroutine Mat (¢) nach Kapitel
findet die Berechnung der Materialtangente "C;” und der Spannungen "o; statt. Eine typi-
sche Gleichgewichtsiteration innerhalb des Newton-Raphson-Verfahrens ist in Algorithmus
dargestellt. Dabei ist € eine vorzugebende Genauigkeit. Die mit ¢(-) indizierten Startgréfien in

Algorithmus 1 Gleichgewichtsiteration innerhalb des Newton-Raphson Verfahrens

1: ngp y 80’1' — SK, gfint

2 PKAG = T gt — Bfie — At
3: Al — ;CL+1€¢ :Zé‘i-‘rBiZeAfl

a Mat (7yy8) — 1,CF fy0n
5: 2—»—10?)7 k19— e K py g fine

erfiillt : ‘Weiter mit Schritt 7
6: n+1fezt — z‘Jrlfint >€ —

nicht erfiillt : Ende der Iteration — "t1f.; + Afers

7o P KAG =" — 7 £, — Al : Weiter mit Schritt 3

Schritt 1 resultieren dabei aus einem konvergierenden vorangehenden Schritt n. In Schritt 6
bedeutet das Nicht-Erfiillen der Bedingung, dass die Gleichgewichtsiteration beendet werden
kann und die geforderte Genauigkeit € erreicht ist. Demzufolge kann die externe Last fo,¢ weiter
erhoht werden und mit der Gleichgewichtsiteration im néchsten Lastschritt erneut begonnen
werden. Ist die Bedingung im Schritt 6 erfiillt, ist die vorgegebene Genauigkeit € in der Gleich-
gewichtsiteration noch nicht erreicht. In diesem Fall wird in Schritt 7 ein weiteres Inkrement At
berechnet und mit Schritt 3 beginnend, der gleiche Vorgang wiederholt. In der Abbildung
ist die Gleichgewichtsiteration fiir einen Lastschritt gezeigt. Die Gesamtverschiebung 1 in einer
Iteration ergibt sich dabei immer nach folgender Gleichung,

N
= ga+ Y pAa, (4.46)
k=1

wobei (11 der Verschiebungszustand nach einem konvergierten vorangegangenen Lastschritt ist
und nj die Anzahl der erforderlichen Iterationen bis zur Konvergenz darstellt. Da in jedem Ite-
rationsschritt die tangentiale Steifigkeit und die internen Kréfte neu berechnet werden miissen,
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fine(Q) , fere Gleichgewichtspfad f;,; — f..e = 0
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Abbildung 4.2: Gleichgewichtsiteration im Newton-Raphson-Verfahren fir einen Lastschritt

ist das wollstindige Newton-Raphson-Verfahren sehr rechenintensiv. Ein modifiziertes Newton-
Raphson Verfahren sieht vor, die tangentiale Steifigkeitsmatrix lediglich zu Beginn eines jeden
Lastschrittes zu berechnen und dann durchgehend fiir die Gleichgewichtsiteration zu verwen-
den, was den Berechnungsaufwand deutlich verringert. Allerdings geht dadurch die quadratische
Konvergenz des Newton-Raphson Verfahrens verloren.

Bei der Vorgabe der Strukturbelastung wird zwischen Kraftgesteuert und Verschiebungsgesteu-
ert unterschieden. Bei einer kraftgesteuerten Berechnung werden die externe Last auf dem Neu-
mann-Rand 8;B" und die Volumenlasten in B" vorgegeben, sodass f! . bekannt ist und inkre-
mentell erhht wird. Die Knotenverschiebungen 6% = 0 auf dem Dirichlet-Rand 8,,B" werden
dabei blockiert. Bei einer verschiebungsgesteuerten Analyse wird die Verschiebung 4% # 0 auf
dem Dirichlet-Rand 8, B" vorgegeben bzw. inkrementell erh6ht. Der Anteil der Oberflichenlast
in den externen Knotenkriften f;zt auf dem Neumann-Rand 8:B" ist dabei Null sodass nur die
Anteile aus der Volumenlast enthalten sind. Wenn das Eigengewicht der Struktur und somit die
Volumenlasten vernachléssigbar sind, kann von f?,, = 0 ausgegangen werden. Dies ist in vielen
Ingenieuranwendungen mit hinreichender Genauigkeit gerechtfertigt. Die Knotenkréfte £% , auf
dem Dirichlet-Rand 8,B" sind dann die zu den vorgegebenen Verschiebungen @% gehérigen
unbekannten Knotenkrifte. Das linearisierte Gleichungssystem kann in Analogie zum
linearem Fall folgendermaflen aufgeteilt werden,

ngll  nil2 Aﬁ{ n+1fefmt nfifnt
nK21 nK22 Aflﬂ = n+1fgxt - nf_ﬂ . ) (4'47)
m
Bei einer kraftgesteuerten Berechnung mit 4% = 0 wird die Gleichung
nKllAﬁf — n+1ff .- nff
exr

int

(4.48)

mit dem Newton-Raphson-Verfahren geldst, siehe Algorithmus [1] und Abbildung Die tan-
gentialen Steifigkeitsmatrizen "K!! sind dabei symmetrische positiv definite Bandmatrizen, die
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beispielsweise wieder mit dem Cholesky-Verfahren gelost werden konnen.

In einer reinen verschiebungsgesteuerten Berechnung mit f!,, = 0 muss fiir einen Lastschritt
ein Verschiebungsinkrement nglAﬁﬂ vorgegeben werden, sodass zum Beginn einer Newton-
Raphson Gleichgewichtsiteration folgendes System gegeben ist

gKllAﬁf — 67.K12 61+1Aﬁ71 _ ’(’)Lf{

int *

(4.49)

Dabei kann der Term gKlQ g+1Aﬁﬂ als dquivalente externe Kraft angesehen werden 1
2014). Der Schritt in Gleichung (4.49) ist nétig, um die Gleichgewichtsiteration fiir das

vorgegebene Verschiebungsinkrement ¢ Au? zu starten, da zu Beginn gffm = 0 gilt. Inner-
halb der folgenden Schritte in der Gleichgewichtsiteration k = 1...n; erfihrt das vorgegebene
Inkrement g+1Aﬁﬂ keinen Zuwachs, sodass ZiéAﬁﬁ = 0 gilt (]de Borst et al.L |2014I). Demnach

leistet die zugehorige tangentiale Steifigkeitsmatrix Z>0K12 = 0 auch keinen Beitrag mehr,

sodass in der Gleichgewichtsiteration folgendes System fiir EAﬁf ausiteriert“ werden muss
11 T £
PKM TAGH =1, (4.50)

Am Ende der Gleichgewichtsiteration k = 1...ny, gilt fiir die ins Ungleichgewicht gebrachten
internen Knotenkréfte L‘:nkffn + &~ 0 und das zugehorige Verschiebungsinkrement g:'ﬂk At ist
bestimmt. Die zum vorgegebenen Verschiebungsinkrement nglAﬁﬂ gehorenden Knotenkrifte

b - f% , kénnen dann in einer Nachlaufrechnung bestimmt werden. Auch wenn die vorgegebe-

nen Verschiebungsinkremente g+1Aﬁﬂ nicht ,,offensichtlich in der eigentlichen Gleichgewichts-
iteration ersichtlich sind, so haben sie Einfluss auf die Berechnung der tangentialen Stei-
figkeitsmatrizen ZK” , da die Elemente am vorgegebenen Dirichlet-Rand auch Knoten im
restlichen Gebiet B haben und die Matrizen mit den Verzerrungen am Integrationspunkt be-
rechnet werden.

In der Regel ist eine verschiebungsgesteuerte Analyse stabiler im Konvergenzverhalten als eine
kraftgesteuerte Berechnung. Dariiber hinaus gibt es viele Strategien, um das Konvergenzver-
halten in beiden Verfahren der Belastung zu verbessern. In den zu Verfiigung stehenden kom-
merziellen FEM Softwarepaketen sind in der Regel Optimierungsalgorithmen zur Sicherung der
Konvergenz integriert.






5 Support Vector Regression (SVR)

Die Support Vector Regression (SVR) stellt ein effektives, nicht-intrusives Verfahren der Mo-
dellreduktion dar. In den Lehrbiichern von |Cristianini et al|(2000),|Campbell und Ying| (2011),
|Shawe-Taylor et al. 32004)7 |Jiang et al. (2020), |[Fasshauer und McCourt| (2015), [Kung| (2014
und |Forrester et al.| (2008) wird dieses Verfahren ausfiihrlich vorgestellt, um nur einige an die-
ser Stelle zu nennen. Vertffentlichungen in diesem Bereich enthalten in der Regel eine kurze
Einfithrung in das Thema, wie beispielsweise in|Cristianini und Shawe-Taylor| (2007)),|Smola und
|Schélkopf] (2004), (Clarke et al.| (2004), [Steiner et al.| (2019) Moustapha et al.| (2018), |An et al.
2020), Moustapha und Sudret| (2019), Wang et al|(2009), |Ciccazzo et al.| (2014)), Xiang et al.
2017)), [Jiang et al, (2018) und |Zhu et al|(2012), um auch hier nur einige zu nennen. Im Rah-
men dieser Arbeit wird die in MATLAB® integrierte Support Vector Regression herangezogen,
fiir die neben der Anwenderdokumentation eine Theorie-Dokumentation von MATLAB® zur
Verfiigung gestellt wird. Im folgenden Kapitel soll die Theorie zur Support Vector Regression
in dem Umfang vorgestellt werden wie sie fiir das Verstdndnis der weiteren Kapitel |§| und IZI
notwendig ist.

5.1 Support Vector Maschinen fiir Regression

Die folgende Darlegung der Theorie erfolgt auf Grundlage der unter Kapitel [5| aufgefithrten
Quellen. In erster Linie sind hierbei die Lehrbiicher von |Cristianini et al.| (2000), Shawe-Taylor|
let al.| (2004), [Fasshauer und McCourt| (2015) und |Jiang et al.| (2020) sowie die Publikationen
von |Moustapha et al.| (2018), |Smola und Schélkopf] (2004)) und |Cristianini und Shawe-Taylor]
(2007) zu nennen.

Die Support Vector MachinesEl (SVM) werden fiir Klassifizierungen und Regressionen verwen-
det. Im Rahmen dieser Arbeit wird das Verfahren fiir Problemstellungen aus dem Bereich der
Regression herangezogen. Die Herleitung des Verfahrens findet im Folgenden somit fiir diesen
Anwendungsfall statt. Ein Trainingsdatensatz fiir das reduzierte Modell sei folgendermaflen
vorgegeben,

S:{(xlryl)r"' »(men)}, (51)

wobei x; € R™*1 als Argument einer Zielfunktion (engl. Target Function) y = t (x) angesehen
werden kann und y; € R die Funktionsantwort fiir diesen entsprechenden i—ten Trainingspunkt
darstellt.

Klassische Regressionansitze

In der ,klassischen® linearen Regression sollen ein Vektor w € R™*1 und eine Konstante b so
bestimmt werden, dass fiir den Ausdruck (Cristianini et al., [2000)

f(x)=(w,x)+b (5.2)

die Differenz ¢ (x) — f (x) zwischen dem reduzierten (Regressions-) Modell f und der Zielfunk-
tion t moglichst gering wird. In der Gleichung wird das innere Produkt (-,-) eingefiihrt.
In diesem Fall entspricht es dem Matrizenprodukt w’x := (w,x), ist aber nicht hierauf be-
schrankt, sodass auch Funktionen oder Elemente aus Vektorrdaumen unendlicher Dimension als

1Die Bezeichnung wird im Hinblick auf die angelsichsische Literatur verwendet. Die deutsche Ubersetzung
,» Unterstiitzungs-Vektor Maschinen® wird nicht verwendet.

43
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Argumente eingesetzt werden kénnen. In der Methode der kleinsten Quadrate wird vorgeschla-
gen, den Ausdruck

b) = (t(xi) = £ (x:))* =D (vi — (w,x;) — b)* (5.3)
=1

i=1

zu minimieren. Die Grofe L (-) kennzeichnet hierbei den zu minimierenden Ausdruck, mit der
Angabe der diesbeziiglich zu variierenden Argumente in der Klammer. In diesem Zusammen-
hang wird L (-) auch als quadratische Verlustfunktion bezeichnet. In |Cristianini et al.| (2000)

wird die Uberfithrung in ein Matrizenschema mit W = [WT b} T und
X
X=|": (5.4)

T
Xn

vorgeschlagen, wobei X; = [x? I}T ist. Das Minimierungsproblem (5.3) kann somit wie folgt
aufgeschrieben werden,
~ T ~
L) = (y-Xw) (y-Xw), (5.5)
wobely = [y1 - -~ yn]T ist. Die Losung fiir w kann im Sinne einer Minimierungsaufgabe durch
das Ableiten von L nach w und anschlielendes ,,zu Null“ setzen ermittelt werden,

oL
ow

=2XTy +2XTXw =0. (5.6)

Die Umstellung dieser Gleichung, die eine Matrizeninversion beinhaltet, fithrt auf die optimale
Losung

v=(XTX) ' XTy. (5.7)

Wenn die Matrix X7X keinen vollen Rang hat, kann es zu Stabilitdtsproblemen wihrend
des Losungsverfahrens der Gleichung kommen, sodass eine Erweiterung in Form der
sogenannten Ridge Regression hier Abhilfe schaffen kann. Bei diesem Verfahren wird eine
penalisierte Verlustfunktion angesetzt, in der zwischen geringen quadratischen Abweichungen
(ys — (W, x;) — b)? und geringen Normen ||w||2 = (w,w) iiber einen Parameter A € Rt ausge-
glichen wird (Cristianini et al., [2000),

L(w,b) = Mw, w) + > (yi — (w,x;) —b)% . (5.8)
=1

Fir die Losung des Minimierungsproblems wird iiber die Ableitung g—va = 0 die Bestimmungs-
gleichung

)\w—l—z (w,x;) —b)x; =0

Z% (w,x;) — b)x; (5.9)
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erhalten, aus der sich entnehmen lisst, dass die Losung w als eine gewichtete Summe der
Trainingsdaten x; darstellbar ist. Dies fiihrt auf die sogenannte duale Darstellung,

n
w = E ;X
i=1

@i =—7 (yi — (w,x4) —b), (5.10)
in der die inneren Produkte nicht mehr direkt auftauchen und stattdessen in den dualen Varia-
blen o = |1 - - - an] T die Lésung gesucht wird. Mit der Matrix X = [x; - - - x,]T € R™"*™ der
Trainingsdaten lisst sich die erste Gleichung (5.10) in der Matrixform w = X7« ausdriicken.
Die penalisierte Verlustfunktion (5.8]) kann jetzt in eine (duale) Matrizenform umgeschrieben
werden,

n T
L(a) =xaTXXTa + Z (aTXxi — yi>
i=1
L (o) =xaTGa+a"Ga-2yTGa+yTy, (5.11)

mit der Gramschen Matrix G = XX, deren Eintriige die Produkte Gij = xZTx]- sind. Das
Minimierungsprobelm wird jetzt iiber 9L _ 0 in den dualen Variablen geldst, was auf folgende

o
Bestimmungsgleichung fiir o fiihrt, «
a=QAI+G)ly. (5.12)

In seiner dualen Form kann das reduzierte (Ridge Regressions-) Modell anders als in der
primdren Form (5.2)) folgendermaflen angegeben werden,

f(x)= Z aizi=aTz, (5.13)
i=1

wobei z = [z1 - - - zn]T der Vektor mit den Eintréigen z; = xTx = (x;,x) ist.

Kernel Funktion

Die Methode der kleinsten Quadrate und ihre Erweiterung in Form der Ridge Regression stel-
len sogenannte lineare LernalgorithmerEI dar. Die Anwendung dieser Verfahren stofit in der
Praxis schnell an ihre Grenzen, wenn die Zielfunktion y = ¢ (x) und somit auch die Trainings-
daten (x;,¥;);_q...,, beispielsweise Nichtlinearititen und Unregelmdifigkeiten enthalten. Eine
Moglichkeit, mit der auch in solchen Féllen weiter mit den vorgestellten und effizienten linearen
Algorithmen gearbeitet werden kann, ist die Einfiihrung sogenannter Kerne/ﬂ Funktionen. Die
Idee ist es, die Datenstruktur in einen anderen mathematischen Raum zu transformieren, in
dem dann lineare Algorithmen wieder erfolgreich eingesetzt werden kénnen. Dieser Raum wird
als Merkmal-Raum (engl. Feature Space) F bezeichnet und dient dazu, vorliegende nichtlineare
Strukturen im Eingaberaum in lineare Strukturen zu iiberfithren. Um diesen Schritt zu moti-
vieren ist als Beispiel in Abbildung die Uberfithrung von unstrukturierten Daten aus dem
Eingaberaum in korrespondierende strukturierte Daten im Merkmal-Raum aufgezeigt. In der
Abbildung ist auch angedeutet, dass die Dimension des Eingaberaumes nicht zwangslaufig der

2Der Zusatz »lernen® hat hierbei seinen Ursprung im umfassenden Bereich des maschinellen Lernens, in

den die bisher vorgestellten Verfahren aber auch die Support Vector Regression eingeordnet werden kénnen.
3Der Begriff Kernel hat seinen Ursprung in der Integral Operator Theorie l, 2000).
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Abbildung 5.1: Unstrukturierte Datenpunkte x; = (1, ,x2;) (links); Transformierte Datenpunkte
@ (x;) tm Feature Space F (rechts)

des Merkmal-Raumes entsprechen muss. Eine Transformation in den Merkmal-Raum kann wie
folgt angegeben werden

x=[z1-zm] — @ (x) = [¢1 (%) - dar (X)] - (5.14)

In den bereits vorgestellten Regressionsverfahren nehmen die inneren Produkte (-, -) eine ent-
scheidende Betreuung ein, was durch die Gramsche Matrix G in Gleichung und den Vek-
tor z in Gleichung deutlich wird. Der entscheidende Schritt ist, diese inneren Produkte im
Merkmal-Raum zu bilden und dann indirekt iiber passende Kernel Funktionen auszudriicken

(& (%), ¢ (x5)) = K (xi,x5) - (5.15)

Die Einfithrung einer Kernel Funktion fiir die inneren Produkte bedeutet die Einfithrung einer
anderen Metrik (Cristianini et all [2000). Die Kernel Funktionen miissen gewissen Eigenschaf-
ten geniigen, im Wesentlichen ist hierbei das Mercer’s Theorem zu nennen, das dariiber Aus-
kunft gibt, ob eine Funktion eine giiltige Kernel Funktion darstellt. Hierauf soll an dieser Stelle
nicht weiter eingegangen werden, da im Rahmen dieser Arbeit keine neuen Kernel Funktionen
entwickelt werden, sondern vielmehr effektive und bereits erprobte Kernel Funktionen fiir die
Problemstellungen der Elasto-Plastizitdt herangezogen werden. Es sei nur soviel erwahnt, dass
die GroBen K (x;,x;) in einer Kernel Matrix K zusammengefasst werden und diese in jedem
Fall positiv semidefinit ist und somit keine negativen Eigenwerte besitzt
. Mit der Kernel Matrix K kann die vorgestellte Ridge Regression im Merkmal-Raum F'
ausgefiihrt werden, was zur Bezeichnung Kernel Ridge Regression fiihrt. Dieses Verfahren ist
dquivalent zu dem aus der Statistik bekannten sogenannten Gaufprozess-Regression
|ni und Shawe-Taylor} |2007)). Die Koeffizienten aus Gleichung werden nun mit der Kernel
Matrix folgendermaflen berechnet

a=22AI+K) 'y. (5.16)

Das reduzierte Modell kann im Fall der Kernel Ridge Regression wie folgt dargestellt werden,
n
Fx)=> aik =a"k, (5.17)
i=1

wobei die k; = K (x;,%) in dem Vektor k = [k - - - kn]T zusammengefasst werden.

Die zu wéhlende Kernel Funktion ist von der Art der Problemstellung und der Datenstruk-
tur abhingig. Im Kapitel |§| werden verschiedene Kernel Funktionen vorgestellt und fiir die
Anwendungen im Bereich der Elasto-Plastizitit erprobt.
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O Support Vektoren

x

Abbildung 5.2: Nichtlineare Support Vector Regression: e— ,Schlauch®; 5,5 Slack Variablen;
Regressionsfunktion f (x)

Formulierung der Support Vector Rgression

Nach Einfiihrung der grundlegenden Regressionsverfahren und ihrer Uberfithrung in den Merkmal-
Raum mittels Kernel Funktionen soll nun das Konzept der Support Vector Regression (SVR)
vorgestellt werden. Ziel ist es, eine optimale Regressionsfunktion der Form

f(x)=(w,¢(x))+0b (5.18)

zu finden. Hierfiir wird eine sogenannte e—intensive Verlustfunktion eingefiihrt (Cristianini
let al., 2000} |[Shawe-Taylor et al.l [2004))

linear : £ (x,y, f (x)) = [y — £ (%) | = max (0, |y — £ (x) | — <)
quadratisch : L5 (x,y, f (x)) = |y — f (x) 2, (5.19)

wobei zwischen linearer und quadratischer Verlustfunktion unterschieden wird. Die vom Be-
nutzer vorzugebende Grofle ¢ ist in Abbildung@dargestellt und kann als eine Art ,,Schlauch“
um die zu findende Regressionsfunktion f (x) angesehen werden. In der angelséchsischen Lite-
ratur wird auch von der Intensive Tube Width gesprochen, was soviel bedeutet wie , intensive
Schlauchweite“. Als weitere relevante GroBle werden die sogenannten Slack VariablerEI ein-
gefiihrt. Die Slack Variablen §; und &; geben an, wie weit der Wert y; eines Trainingspunktes
x; {iber bzw. unter dem e—,,Schlauch® liegt. Befindet sich beispielsweise ein Punkt y; oberhalb
des e—,Schlauches” so ist gleichzeitig {; = 0, sodass immer gilt §;§; = 0. Liegt ein Punkt
innerhalb des e—Bereichs, so gilt §; = & = 0. Die Slack Variablen fiir einen Trainingspunkt
(%4,yi) sind somit dquivalent zur Auswertung der e—intensiven Verlustfunktion

€+ &i = L7 (xi, 90, f (%)) - (5.20)
Die Slack Variablen zu den Trainingspunkten kénnen in den Matrizen & = [£1 - - ~§n]T und
N . 1T
£ = [51 §n] zusammengefasst werden. Neben der vom Anwender festzulegenden Gréfie

e wird eine weitere GroBle C zur Steuerung der Regressionsqualitit eingefithrt, wobei C' > 0

4Zu deutsch so viel wie »Schlupfvariablen®. Im Rahmen dieser Arbeit wird die englische Bezeichnung
verwendet.
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gilt (Jiang et al) [2020). Der Parameter C' wird in der angelséchsischen Literatur auch als

Penalty Term oder Box Constraint bezeichnet und stellt eine Art ,, Ausgleichsparameter“ dar,
der die Komplexitdt der Trainingsdatenstruktur und die ,,Verluste* in Form der auflerhalb
des e—,Schlauches* liegenden Punkte in Betracht zieht (Cristianini et al [2000). Mit den ein-
gefiihrten ,,freien“ Variablen und den gebunden bzw. festzulegenden , Steuer“-Gréflen kann die
Optimierungsaufgabe fiir die Support Vektor Regression formuliert werden. Hierfiir sind sowohl
die mit C' gewichteten e—intensiven Verluste £ (x;,y;, f (x;)) aus Gleichung zu mini-
mieren als auch die Norm des Losungsvektors ||w||2 = (w,w). In der primdren Form kann
somit fiir die lineare Verlustfunktion das folgende Optimierungsproblem aufgestellt werden
(Shawe-Taylor et all [2004; (Cristianini et al.| [2000)),

1 n .
ming, , & « <2W||2 + CZ (§i + &)) , (5.21)
i=1

wobei der Zusammenhang aus Gleichung (5.20) fiir die Slack Variablen beriicksichtigt wird.
Fiir das Minimierungsproblem (5.21)) miissen folgende Nebenbedingungen eingehalten werden

(W, (xi)) +b—y; <e+&,i=1--n
yi_<W»¢(Xi)>—b§5+éi,i:l..ln

£>0,i=1---n

& >0,i=1---n. (5.22)

Fiir die Lésung von Optimierungsproblemen mit Nebenbedingungen in Form von Ungleichungen
werden in der Lagrange-Theorie sogenannte Lagrange-Multiplikatoren eingefiihrt
et al. . In diesem Fall sind die Nebenbedingungen mit den Multiplikatoren o, &;, B;
und /3’, zu versehen. Die sogenannte Lagrange-Funktion kann dann folgendermaflen aufgestellt
werden (Jiang et al., 2020 |Smola und Schélkopf, [2004)

L:%HWH2 +Cy (51’ +éi> > ai(e & — (W, (xi)) — b+ ui)
i=1 i=1

n n
- (E + & —yi +(w, b (x;)) + b) -3 (51‘& + Bifi) . (5.23)
i=1 i=1
Im néchsten Schritt sind die partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion nach w, b, §; und
& ,gleich Null“ zu setzten. Fiir die partielle Ableitung nach w ergibt dies

g—i:w—Z(di—ai)(ﬁ(xi):O, (5.24)
=1

woraus ersichtlich wird, dass die Lagrange-Multiplikatoren «; und é&; die dualen Variablen

darstellen. Nach Umformung der Gleichung (5.24]) kann die primdre Variable w folgendermafen
mit den dualen Variablen dargestellt werden (Fasshauer und McCourtl |2015]),

n n
W= (di—a)p(xi) =D & (x), (5.25)

i=1 i=1
mit &; = &; — «;. Die dualen Variablen kénnen in den Matrizen a = [alw-an]T und
& = [ar- --dn}T zusammengefasst werden, womit sich fiir die spitere Ergebnisdarstellung

ein kombinierter Losungsvektor der Form

a=6-a (5.26)
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angeben ldsst. Die weiteren partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion (5.23) ergeben

oL & .
%:‘ (az_ai):()
=1

oL
S C—a -8 =0
€, a; — B

L A
i:C—di—ﬁi:O. (5.27)
0&i

Die Riicksubstitution der Gleichung (5.24)) bzw. (5.25) und der Gleichungen l} in die Lagran-

ge-Funktion (5.23) fiihrt auf die sogenannte duale Lagrange-Funktion (Smola und Scholkopf]
2004} [Jiang et al.| [2020} [Cristianini et al.} [2000} [Shawe-Taylor et al., [2004)

ZZ(OA(Z —Ozi) (@j —a]-)K(xi,xj) . (5.28)

i=1j=1

N | =

n n
L:Z(@i —04) Y —EZ(C%-F%')—
i=1 i=1

Die Lagrange-Multiplikatoren 8; und 3; kénnen dabei iiber die beiden letzten Gleichungen (15.27))
eliminiert werden. Zusétzlich werden die Zusammenhénge (Cristianini et al.} [2000)

[w|? = (w,w) = ((Z (Qi — o) ¢(Xz‘)> . <Z (4i — ai)(ﬁ(xz‘)))

=1

=1
=222 (@ —ai) (85 — o) K (xi,%;) (5.29)

und (Fasshauer und McCourt}, [2015)

(W, (x0)) = Y (&5 — o) K (x5,%i) - (5.30)
j=1

beriicksichtigt. Im Sinne der Lagrange-Theorie ist bei der dualen Form des Optimierungs-
problems ein Maximum in den dualen Variablen bzw. Lagrange-Multiplikatoren o und é&
zu suchen. Als Erweiterung zu den schon vorgestellten Regressionsverfahren handelt es sich
bei der dualen Form um eine Optimierungsaufgabe mit Nebenbedingungen und zusétzlichen
Komplementarititsbedingungen. Letztere steuern die Losungsfindung in Form der sogenannten
Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen. Das duale Optimierungsproblem zu dem primdren Opti-
mierungsproblem kann nun wie folgt angegeben werden,

maxg,a L (&, o)
n n

L= Z(ézz —ai)y,- —EZ(di +Oéi) - %ZZ ((3(1 —Oti) (@j — Oé]')K(Xi 7X]') 5 (5.31)
i=1

i=1 i=1j=1

unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen

0< &y,
D (6 —ai) =0, (5.32)

s <C,i=1--n
n

(G
=1
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sowie den Karush-Kuhn-Tucker Komplementarititsbedingungen
i (W, 9 (xi)) +b—yi—e—§)=0,i=1-n

& (yi*<wy¢(xi)>*b*57é') =0,t=1--'n

ai;=0,i=1--n

€€i=0,i=1-n
(@i =C)&=0,i=1-n
(i —C)&=0,i=1-n. (5.33)

Hierbei konnen die inneren Produkte in den ersten beiden Gleichungen mithilfe der
Kernel Funktion entsprechend Gleichung ausgedriickt werden. Fiir die quadratische Ver-
lustfunktion aus Gleichung kann das entsprechende duale Optimierungsproblerrﬂ wie
folgt angegeben werden,

maxg,a L (&, o)

L:Z;(di_ai)yi_a;(di_ai)_ %ZZ(&i_ai)(&j — ;) (K(Xi,xj)-*‘é&'j) ,

i=1j=1
(5.34)

mit dem Kronecker Delta §;;. Die Nebenbedingungen werden in diesem Fall wie folgt angegeben

&, >a; >0,i=1---n
n

> (6 —ai) =0. (5.35)

i=1
Die Karush-Kuhn-Tucker Komplementaritdtsbedingungen lauten fiir den quadratischen Fall
Gi (i = (W, (xi) ~b—e—&) =0, i=1-n
a;é;=0,i=1---n
&€& =0,i=1-n. (5.36)
Die Losung der Optimierungsprobleme ([5.31)) und ([5.34) resultiert in den optimalen Werten fiir
die dualen Variablen o = [a1 -+ an]T und & = [a1 - -~ @n]T sowie in den optimalen Wert fiir
b. Der Wert b wird auch als Bias-Term bezeichnet und berechnet sich im Rahmen der Support

Vector Regression iiber die Karush-Kuhn-Tucker Komplementaritétsbedingungen (Fasshauer]
lund McCourtl [2015)). Fiir b gilt

b=y —Z(éc]- —aj) K(x4,%x5)—¢e fir o; €(0,0)
j=1

b=yi— » (6 — ;) K(xi,x;)+¢ fiir a; €(0,0). (5.37)
j=1

5 Auf eine Herleitung wird an dieser Stelle verzichtet. Hierfiir sei auf die eingangs aufgefiihrten Quellen
verwiesen.
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Die geschlossene Losung fiir die Support Vector Regression kann damit folgendermaflen ange-
geben werden,

F(x)=(w,¢(x))+ zn: K (x;,x)+b=aTk+b, (5.38)

mit @&; = &; — oy und & = [@1 - - - Gn) T sowie k = [k - - - kn]T mit k; = K (x,%).

Die Punkte (x;,¥;), die nicht strikt innerhalb des e—, Schlauches* liegen werden Support Vek-
toren genannt (siehe hierzu Abbildung . Die entsprechenden dualen Variablen der Sup-
port Vektoren erfiilllen die Bedingung &; — o; # 0 und bestimmen somit maﬁgebend das
Losungsverhalten der Suport Vector Regression, siehe hierzu Gleichung (5.25)) und ( . Die
Punkte, die komplett auflerhalb des e—,,Schlauches* liegen werden gebundene Support Vektoren
genannt und solche, die diesen lediglich beriihren werden als ungebundene Support Vektoren
bezeichnet. Bei den gebundenen Support Vektoren nehmen die dualen Variablen &; und «;
den Wert C' an. Bei den ungebundenen Support Vektoren ergibt sich ein Wert zwischen 0 und
C. Zu beachten ist, dass &; und «; nicht gleichzeitig ungleich 0 sein kénnen. (Fasshauer und
[McCourt] 2015} [Moustapha et al. [2018} |Cristianini et al.| [2000))

Mit dem vorgestellten Modellreduktionsverfahren der Support Vector Regression (SVR) werden
in den Kapiteln [f] und [7] Untersuchungen im Rahmen der Elasto-Plastizitit durchgefithrt. Das
Entscheidende ist dabei die Wahl der Kernel Funktion K (x;,x;) sowie der Parameter ¢ und
C, die auch als Hyperparameter bezeichnet werden (Moustapha et all, [2018)). Es wird gezeigt,
dass mit einer passenden Auswahl dieser Groflen ein effizienter Einsatz im Anwendungsbereich
der Elasto-Plastizitdt moglich ist.

5.2 Standardisieren der Eingabedaten

Im Kapitel Gleichung wird eine Zentrierung der Kernel Matrix vorgestellt, die
den ,Datenursprung“ in den ,Datenschwerpunkt® verschiebt. Eine weitere Moglichkeit die
Eingabedaten aufzuarbeiten ist die Standardisierung. Vielfach liegen die Daten z;; in x; =
[xi1 -+ @im] , i = 1---n in unterschiedlichen Einheiten vor. Dann ist es zweckmiBig, diese vor
der Modellreduktion zu standardisieren. In [Shawe-Taylor et al.| (2004) wird eine Standardisie-
rung fiir die j—te Variable folgendermaflen vorgeschlagen

A Tii — flaj

Bij = ———
zj

i

oy = S5
n 2

Ogj = <Z Tij — Nm’) . (5.39)
i=1

Nach der Standardisierung liegen die Werte fiir die Variablen Z;; € (0,1),¢ =1---n, j =
1---m, im Einheitsintervall vor.

5.3 Nicht glatte Antwortspektren

Im Rahmen mechanischer Anwendungen kann das Antwortverhalten der Quantity of Inte-
rest nichtlinear, unstetig, sprunghaft oder auch bereichsweise eine Konstante sein. Die generel-
len Strukturen des Antwortverhaltens, die im Rahmen dieser Arbeit auftreten, sind in Abbil-
dungvereinfacht fiir den skalaren Fall y = f(x) dargestellt. Im Rahmen einer Modellreduk-
tion sind solche Verldufe schwer zu approximieren, da gerade ,,Ecken* oder , konstante“ Verldufe
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Abbildung 5.3: Antwortverhalten y = f(z): konstannter Bereich, der CO0—stetig in einen nicht-
linearen Bereich iibergeht (links); Verlauf stiickweise linear und stiickweise Konstant(rechts)

zu Problemen fithren. Wird beispielsweise eine Approximation mittels Polynom-Superposition
in Betracht gezogen, so kann es bei einer zu groflen Anzahl Stiitzstellen in einem kritischen
Bereich im restlichen Bereich zu groflen Oszillationen kommen. Generell sind solche Verldufe
schwer global, also iiber den gesamten Datenbereich mit nur einem reduzierten Modell zu appro-
ximieren. In Moustapha und Sudret| (2019) wird ein Ansatz vorgeschlagen, bei dem vorab die
einzelnen, fiir sich stetigen Bereiche mittels einer Klassifikation getrennt werden. Im Anschluss
werden separate, reduzierte Modelle fiir die Bereiche erstellt. Das Vorgehen wird in
unter anderem auf ein Zwei-Stab-Durchschlagproblem der Statik angewandt.
Im Rahmen dieser Arbeit soll ein global reduziertes Modell erstellt werden. Der Vorteil ist die
Vermeidung einer vorab durchgefiihrten Klassifizierung, was unter Umsténden dann einen Ein-
fluss auf die Genauigkeit der Approximation hat. In den spédteren Kapiteln wird gezeigt, dass
bei der geeigneten Wahl der Kernel Funktion und der Parameter fiir die hier herangezoge-
nen Anwendungen im Bereich der Elasto-Plastizitdt auch mit global reduzierten Modellen gute
Ergebnisse erzielt werden kénnen.

5.4 Sampling Methoden

Unter Sampling Methoden ist die Vorgehensweise zu verstehen, mit der die Trainingsdatenpunk-
te (x;,y;) fiir die Modellreduktion in dem Gebiet von Interesse (engl. Domain) verteilt werden.
In wird zwischen Omne-Shot Sampling Methoden und adaptiven Sampling
Methoden unterschieden. Bei den One-Shot Sampling Methoden werden die Trainingspunkte
einmalig vor der Modellerstellung in dem betrachteten Gebiet verteilt. Bei den adaptiven Samp-
ling Methoden werden ausgehend von einer ,Initialverteilung® der Trainingspunkte sukzessiv
Punkte in bestimmten Bereichen des Gebietes hinzugefiigt, um die Approximationsgenauigkeit
des reduzierten Modells zu erhdhen. Sampling Methoden stellen im Bereich der Modellreduktion
nach wie vor einen Forschungsschwerpunkt dar. Neue Ansétze zu adaptiven Sampling Metho-
den werden in den Arbeiten von |Garud et al.| (2016), |Steiner et al|(2019), Xiang et al|(2017),
|Zhang et al|(2020), Mandelli und Smith| (2012), Xu et al.| (2014}, |Jin et al.| (2002) und |Garbo|
(2019) aufgefithrt, um an dieser Stelle nur einige zu nennen. In [Fuhg et al| (2020) wird ein
umfangreicher Uberblick iiber adaptive Sampling Methoden gegeben.

Bei den One-Shot Sampling Methoden ist ein klassischer und einfach zu implementierender An-
satz das kartesische Gitter. Dabei werden die Punkte dquidistant iiber die Gebiets-Koordinaten
verteilt und dann im kartesischen Produkt kombiniert. Ein zweidimensionales kartesisches Git-
ter fiir n = 1000 Trainingspunkte ist in der linken Abbildung dargestellt. Ein kartesisches
Gitter kann auch in anisotroper Form erstellt werden, beispielsweise wenn die Anzahl der Da-
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Abbildung 5.4: One-Shot Sampling Methoden fir den zweidimensionalen Fall mit n = 1000

Trainingspunkten

im Einheitsquadrat: Kartesiches Gitter (links); Latin Hypercube (rechts)

tenpunkte in den Koordinatenrichtungen unterschiedlich ist. Dies kann niitzlich fiir Modelle
sein, bei denen die Sensitivitdt in den Variablen unterschiedlich ist.
Eine weitere Moglichkeit ist die Verteilung der Punkte im sogenannten Latin Hypercub(ﬁ] (Jiang

et al.}|2020). In der rechten Abbildung

ist ein Latin Hypercube Sampling (LHS) fiir n = 1000

Trainingspunkte dargestellt. Zuerst wird ein m—dimensionales Einheitsgebietﬂ fir die m Va-

riablen aus x; =

[i1 - - - Tim] erstellt (0,1)™ (Jiang et al. |2020). Im n#chsten Schritt werden

fiir die n Trainingspunkte n Hyperwiirfel mit einer Kantenldnge von % erstellt. Nach |Forrester
et al.| (2008) wird jetzt in jedem der n Hyperwiirfel ein Trainingspunkt so verteilt, dass er bel
seiner Projektion in jede der m Koordinatenrichtungen auf keinen weiteren Trainingspunkt in
einem andern Hyperwiirfel trifft. Die Verteilung in einem Hyperwiirfel ist dabei zufillig, muss
aber die genannte Bedingung ,,Einzigartigkeit*“ in den m Koordinatenrichtungen erfiillen.
Weitere Sampling Verfahren sind beispielsweise das Monte-Carlo Sampling, das quasi Monte-
Carlo Sampling (z.B. Sobol-Sequenz) sowie die Verteilung der Trainingspunkte in Form der
Gauj-Legrende Quadraturstellen, um nur einige zu nennen. Im Rahmen dieser Arbeit werden
fiir das One-Shot Sampling kartesische Gitter und Latin Hypercubes verwendet, da es in erster
Linie um die Erprobung der Support Vector Regression im Bereich der Elasto-Plastizitéat geht.
In Kapitel [f] werden zudem Techniken des adaptiven Samplings vorgestellt und erprobt.

6 Auf deutsch »lateinische Hyperwiirfel Verteilung“. Im Rahmen dieser Arbeit wird einheitlich die Bezeich-
nung aus der angelsdchsischen Literatur verwendet.

"Nach dem Sampling kann eine Riicktransformation von dem Einheitsgebiet auf das Ursprungsgebiet statt-

finden.






6 Anwendung in der 1D-Elasto-Plastizitéit

Die in diesem Kapitel vorgestellten Studien stellen einen neuen Anwendungsfall des Autors
fiir die Support Vector Regression (SVR) dar. Die SVR wird auf das rein phinomenologische,
eindimensionale elasto-plastische Materialverhalten angewendet. Ein Eingabedatensatz fiir das
Modell besteht dabei aus der Gesamtdehnung, der Fliegrenze und einem Verfestigungspara-
meter. Das trainierte Modell soll dann in der Lage sein, die zugehorige plastische Dehnung, in
diesem Fall die quantity of interest, vorauszusagen bzw. zu approximieren. Die Berechnungen
finden mit der Statistics and Machine Learning Toolbox in MATLAB® statt.

6.1 Modellaufbau

Der rein phidnomenologische und eindimensionale Modellaufbau unterliegt hier keinem Finite
Elemente Modell (FE-Modell), sodass direkt mit skalarwertigen Spannungen und Dehnungen
gearbeitet werden kann. Die in den Kapiteln @ und @ im Rahmen der Kontinuumsmechanik
bzw. der Finite Elemente Methode beschriebene Vorgehensweise beinhaltet den allgemeinen
dreidimensionalen Fall. Der Weg iiber die Berechnung des Verschiebungsfeldes ist somit im
Folgenden nicht nétig, zumal kein FE-Modell zugrunde gelegt wird. Viele der vorgestellten
Konzepte vereinfachen sich demnach, sodass in Anlehnung an die Veréffentlichung von [Yaw]
(2012)) die wesentlichen Schritte der eindimensionalen Elasto-Plastizitidt noch einmal vorgestellt
werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein lineares Verfestigungsgesetz vorausgesetzt. Der zugehorige
Verfestigungsparameter wird mit k bezeichnet. Ausgehend von einer bekannten Gesamtdehnung
", einer plastischen Dehnung &P und einer internen Variable "« zum Prozessschritt n sollen
die GroBen "1t1eP, "tlo und "tlo unter Vorgabe einer neuen Gesamtdehnung "*1e berechnet
werden. Dabei beschreibt "t1o die resultierende Spannung im Schritt n + 1. Zuerst wird die
elastische Testspannung "t1atst und die Test-FlieBfunktion »*1 ftest berechnet,

n+lo,test —E (n+1€ _ nsp)

n+l prest _ ntlgtest| (¥ 4 fng) | (6.1)

wobei 0¥ die Flieigrenze kennzeichnet und E fiir den Elastizitdtsmodul steht. Im n#chsten
Schritt muss anhand der Test-FlieBfunktion ausgewertet werden, ob die Gesamtdehnung "*1e
ein plastisches Flielen zur Folge hat. Ist die Test-FlieBfunktion kleiner oder gleich null, so
ergeben sich die Groflen fiir den Schritt n + 1 wie folgt zu

n+1ftest <0
n+la_ — n+1o_test

n+1€p = NP

n+1a ="gy , (6.2)

55
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Abbildung 6.1: Spannungs-Dehnungs-Diagramme o(g) der 1D-Elasto-Plastizitit bei verschiede-
nen (o¥, k)-Kombinationen

somit tritt kein plastisches Flieflen ein. Ist die Test-FlieSfunktion grofier null, so setzt plastisches

FlieBlen ein und die neuen Gréflen fiir den Schritt n + 1 ergeben sich wie folgt zu

n+1ftest >0

n+1ftest
Ay= ———
E+k
ntly _ _ AvE n+1  test
- |n+1o-test‘
n+1€p = Ngp + A’Y Sigl’l (n+lo_test)
"oy ="a+ Ay, (6.3)

wobei sign(-) die Vorzeichenfunktion kennzeichnet

—1 if n+lo.test <0
Sigl’l (n+1o_tcst) 0 if ntlgtest — g | (64)
1 if ntlgtest >

Fiir den Elastizitdtsmodul wird ein Wert von E = 210000 N mm 2 angesetzt. Die FlieBgrenze
oY und der Verfestigungsparameter k& bilden zusammen mit der Gesamtdehnung ¢ den Ein-
gabedatensatz fiir das zu reduzierende Modell. In der Abbildung [6.]] sind fiir verschiedene
Kombinationen (¢¥, k) die zugehdrigen Spannungs-Dehnungs-Diagramme dargestellt. Die ro-
ten Linien stehen fiir eine gleiche Flie3grenze, aber unterschiedliche Verfestigungsparameter. Bei
den blauen Linien sind die Verfestigungsparameter gleich, aber die Fliegrenzen unterschiedlich.
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Abbildung 6.2: Gitter Xgxsxs der Eingabedatensitze x; = [Ei’k“aﬂizl...sm ; oY in [MPa)

Im Zuge der Modellreduktion werden die Daten folgendermaflen zusammengefasst

T
X =[x1--xn]" , xi = [e4, ki, 0Y]
Y =[yyalt Ly =€l (6.5)
Mit einer hoch aufgelésten Berechnung F7 ¥ werden fiir die Eingabedatensitze x; die entspre-

chenden Antworten y; des Systems berechnet
FHE . X — Y
FoE =vi. (6.6)
In den folgenden Untersuchungen wird der Bereich fiir die Eingabedatensétze x; = [ei, ki, crg]
eingegrenzt. Die Bereichsgrenzen sind
0 <e; £0,005
6000 < k; < 600000
200 MPa < ¢¢ < 800 MPa . (6.7)
Zur Visualisierung seien beispielsweise jeweils 8 Werte der drei Eingabegroflen ¢;, k; und O'E/

gegeben (i =1,---,8). Die Punkte sind dabei dquidistant iiber die Intervalle in (6.7) verteilt.
Die Datenpunkte werden so miteinander kombiniert, dass ein rechtwinkliges Gitter entsteht,

Xgxaxs = {eiti=1..8 X {ki}i=1..8 X {o]}i=1..8
X : kartesisches Produkt . (6.8)

Das Gitter Xgxgxg ist in der Abbildungﬂdargestellt und besteht in diesem Fall aus 83 = 512
Datenpunkten. Zu jedem der Punkte aus Gleichung gibt es eine entsprechende plasti-
sche Dehnung sf(si,ki,ag)izlmmg . Eine plastische Dehnung tritt erst ab der Grenze von
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Abbildung 6.3: Grenze zwischen Datenpunkten mit plastischer Dehnung ¥ > 0 und keiner plas-
tischen Dehnung e? =0 ; oY in [MPa]

oY /E auf, sodass der untere Bereich im Gitter keine plastische Dehnung hervorruft und somit
ep(si,ki,azy) = 0 ist. Die Grenze, bei der plastische Dehnung einsetzt, ist in Abbildung
dargestellt. Dieser Sachverhalt hat eine entscheidende Konsequenz fiir die Erstellung des redu-
zierten Modells. Es muss in der Lage sein, den hieraus resultierenden nicht glatten Verlauf von
eP(eq, ki, O',L-y) hinreichend abzubilden. Zur Visualisierung des nicht glatten Verlaufs dienen die
Abbildungen und In der Abbildung [6.4]ist die oberste Lage aus dem Gitter Xgxgxs
mit einer Gesamtdehnung von € = 0,005 dargestellt (schwarze Punkte). Die zu diesen Punk-
ten zugehorigen plastischen Dehnungen sind mit roten Punkten dargestellt und zusétzlich zur
besseren Illustration durch ein Fldchengitter miteinander verbunden. Hierbei ist deutlich zu
erkennen, dass ein nichtlinearer, hier aber noch glatter Verlauf in der plastischen Dehnung vor-
liegt. In der Abbildung[6.5]ist die Ebene des Gitters mit einer Gesamtdehnung von & = 0,0028
aufgetragen, also ca. die Hilfte der maximalen Gesamtdehnung von € = 0,005. Es ist deutlich
zu erkennen, dass ab einer Grenze von ¢¥% > 588 MPa = 0,0028E ein konstanter Verlauf mit
eP = 0 := const vorliegt. In dem Bereich o¥ < 588 MPa liegt wieder ein glatter, nichtlinearer
Verlauf vor, wobei der Ubergang zwischen diesen beiden Bereichen scharfkantig ist.

6.2 Studien zur Kernel Funktion und Parametrisierung

Fiir die Erstellung eines Surrogate Modells mit Hilfe der Support Vector Regression muss die
Kernel Funktion richtig gewahlt werden. Dariiber hinaus sind die in das SVR Modell eingehen-
den Parameter passend zu wihlen. Die hierfiir durchgefithrten Studien werden im Folgenden
vorgestellt.

Fiir die Untersuchungen zur passenden Kernel Funktion werden im ersten Schritt die drei ,,klas-
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Abbildung 6.4: Gesamtdehnung (¢) € = 0,005 mit zugehdriger plastischer Dehnung (o) P ; oV
in [MPa]
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Abbildung 6.5: Gesamtdehnung (o) ¢ = 0,0028 mit zugehériger plastischer Dehnung (o) ¥ ; oY
in [MPa]
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Abbildung 6.6: Gesamtdehnung (o) ¢ = 0,005 mit zugehdriger plastischer Dehnung (o) €P ;
Approzimation mit linearer Kernel Funktion (o) &P ; oV in [MPa)

sischen“ Kernel Funktion untersucht,

Linear K(x;,%;) = xI'x;
Polynomial K (x;,x;) = (1 +x/x;)” ; p : Polynomgrad (6.9)
Gauf K(x;,x;) = exp (7||X;TXJ‘H2) ,

wobei x; = [ei, ki, Uf]T ist. Das Modell wird mit einem Gitter X19x10x10 trainiert, also

mit 103 = 1000 Datenpunkten X = [xg - - - xmoo]T. Die Daten werden vorab standardisier
Um eine Aussage dariiber zu treffen, wie gut sich die jeweiligen Kernel Funktionen an das
Losungsspektrum Y = [y - - -yn]T mit y; = sf anschmiegen, eignet sich die Betrachtung ei-
ner einzelnen Ebene bzw. ,Fliche“ im Gitter. Die approximierte Ergebnis-Fliche sollte sich
moglichst gut an die Soll-Fliache anndhern. Zudem kann so auch ein moégliches Oszillieren der
Losung festgestellt werden. Als Test-Flichen werden zum einen die oberste Ebene im diinneren
Gitter Xgxgxs bei € = 0,005 herangezogen. Zum Andern ist es zweckmiBig, die Ebene bei
e = 0,0028 zu betrachten, da hier noch die Schwierigkeit des nicht glatten Verlaufes im Ant-
wortspektrum sichtbar wird.

In Abbildung[6.6]ist das Ergebnis fiir die lineare Kernel Funktion bei einer Gesamtdehnung von
€ = 0,005 (schwarze Punkte) dargestellt. Fiir eine bessere Darstellung sind zwei verschiedene
Perspektiven des Ergebnisses gezeigt. Die zugehorigen plastischen Soll-Dehnungen y; :ef sind
wieder mit roten Punkten markiert und die approximierte Losung g; = éf zur besseren Un-
terscheidung mit blauen Markierungspunkten. Um die Ergebnisse zu interpretieren, ist wieder
jeweils ein Flachengitter mit dargestellt. Es ist gut zu erkennen, dass die lineare Kernel Funk-
tion nur einen linearen Verlauf abbilden kann. Im Bereich groflerer Gradienten 16st sich die
Approximation von der hoch aufgelosten Berechnung bzw. Soll-Fléche deutlich ab. Bei einem
hohen Verfestigungsparameter k > 400000 stimmen die Verldufe noch qualitativ gut iiberein,
wobei die Approximation die plastische Dehnung leicht unterschéitzt. Die Ergebnisse fiir eine
Gesamtdehnung von € = 0,0028 sind in Abbildung@ dargestellt. In diesem Fall durchdringen
sich die Fliachen der hoch aufgelosten Berechnung e? und des reduzierten Modells €P in zwei
Bereichen. In der linken Darstellung in Abbildung [6.7] ist gut zu erkennen, wie die approxi-
mierte Losung (blaue Punkte) durch den flachen Bereich der hoch aufgelésten Berechnung mit

1Siehe hierzu Kapitel
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Abbildung 6.7: Gesamtdehnung (o) € = 0,0028 mit zugehdriger plastischer Dehnung (o) P ;
Approzimation mit linearer Kernel Funktion (e) &P ; oV in [MPa)
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Abbildung 6.8: Gesamtdehnung (o) ¢ = 0,005 mit zugehériger plastischer Dehnung (o) €P ;
Approzimation mit polynomialer Kernel Funktion () éP ; oV in [MPa]

eP = 0 durchtritt und in den negativen Bereich iibergeht. Dies ist ein physikalisch unrealis-
tisches Ergebnis. Im Bereich hoher Gradienten 16st sich die approximierte Losung wieder von
der Zielfliche ab. Weitere Studien mit mehr Trainingspunkten konnten die Ergebnisse mit der
linearen Kernel Funktion nicht wesentlich verbessern.

Die Ergebnisse fiir die Polynom Kernel Funktion sind in Abbildung[6.8]und [6.9] dargestellt. Bei
den dargestellten Ergebnissen wurde ein Polynomgrad p=3 verwendet, was der Voreinstellung
in MATLAB® entspricht. Im Falle der glatten Antwortfliche in Abbildung (rote Punkte)
ist die Approximation (blaue Punkte) deutlich besser im Gegensatz zur der Approximation mit
der linearen Kernel Funktion. Es ist gut zu erkennen, dass die Bereiche hoher Gradienten durch
die Polynomfunktion mit abgedeckt werden. Ein wesentliches Problem bei der Verwendung von
polynomialen Kernel Funktionen wird in Abbildungim flachen Bereich mit e? = 0 deutlich.
Hier ist die Approximation nicht in der Lage, den flachen Verlauf abzubilden. Es kommt zu
mehrfachem Durchtreten der Soll-Fliche aufgrund des stetigen polynomialen Verlaufs. Auch
bei hoheren und niedrigeren Polynomgraden p und mehr Trainingspunkten konnte diese Eigen-
schaft des Uber- und Unterschwingens im flachen Bereich nicht minimiert bzw. unterbunden
werden.
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Abbildung 6.9: Gesamtdehnung (e) € = 0,0028 mit zugehdriger plastischer Dehnung (o) P ;
Approzimation mit polynomialer Kernel Funktion (e) &P ; oY in [MPa)]
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Abbildung 6.10: Gesamtdehnung (8) € = 0,005 mit zugehdriger plastischer Dehnung (o) P ;
Approzimation mit Gauf’scher Kernel Funktion (o) &P ; oY in [MPa]

Weitaus bessere Ergebnisse lassen sich mit der Gauf$’schen Kernel Funktion erzielen. Fiir
den glatten Verlauf der Soll-Funktion mit ¢ = 0,005 ist das Ergbnis in Abbildung [6.10] darge-
stellt. Der Verlauf der Approximation (blaue Punkte) schmiegt sich groStenteils sehr gut an
die Soll-Flidche (rote Punkte) an. Im Bereich hoher Gradienten 15st sich die Approximation
von der hoch aufgeldsten Berechnung ab. Der Fehler konnte mit mehr Trainingspunkten etwas
verringert werden. Im Gegensatz zur linearen und polynomialen Kernel Funktion ist der ent-
scheidende Vorteil aber in der Approximation des flachen Bereiches bei e? = 0 zu sehen. In
Abbildung ist gut zu erkennen, wie die Approximation (blaue Punkte) den Verlauf der
Soll-Funktion (rote Punkte) auch in diesem Bereich gut abbildet. Somit lédsst sich im Vergleich
der drei Kernel Funktionen (linear, Polynom, Gauf) festhalten, dass die Gauf$’sche Kernel
Funktion grundsétzlich die Eigenschaft hat, den nicht glatten Verlauf abzubilden.

Als Nichstes werden die passenden Parameter fiir die Support Vector Regression ermittelt. In
der Verdffentlichung von [Moustapha et al.| (2018) wird vorgeschlagen, den Parameter ¢ (inten-
stwe tube width) moglichst klein zu wéhlen und den Parameter C (penalty term) moglichst grof3.
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Abbildung 6.11: Gesamtdehnung (8) ¢ = 0,0028 mit zugehdriger plastischer Dehnung (o) P ;
Approzimation mit Gauf’scher Kernel Funktion (o) &P ; oY in [MPa)
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Abbildung 6.12: Interquartilsabstand iqr(-) diber der Anzahl der Trainingspunkte n pro Durchlauf;
n in logarithmischer Darstellung

Die Standard Werte in MATLAB® sind

e e ¥) (6.10)
13,49

o=l (6.11)
1,349

wobei iqr() fiir den Interquartilsabstand steht. Der Verlauf des Interquartilsabstandes iqr (Y)
in Abhéngigkeit von der Anzahl an Trainingspunkten n ist in Abbildung[6.12] gezeigt. Der Wert
des Interquartilsabstandes verringert sich im Anfangsbereich und nimmt ab einer Anzahl von ca.
102 = 100 Trainingspunkten Werte im Bereich zwischen 5,8 - 10~ und 7 - 10~* an, sodass bei
steigender Anzahl an Trainingspunkten annéhernd von einer Konstanten ausgegangen werden
kann. Um die Parameter fiir das Surrogate Model anzupassen wird zuerst eine Konvergenzstudie
mit einem rein glatten Antwortspektrum durchgefiihrt. Sowohl die Trainingspunkte fiir das
SVR Modell wie auch die Testpunkte fiir die eine Approximation gesucht werden soll, befinden
sich im Bereich ¢? > 0. Die Punkte fiir ein Test-Gitter X209x20x20, bei dem die Punkte mit
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Abbildung 6.13: Gitter X20x20x20; Gesamtdehnung (o) ohne den Bereich e? =0 ; o¥ in [MPa]

eP = 0 ausgeschlossen sind, sind in Abbildung dargestellt. Fiir die Konvergenzstudien
werden zwei verschiedene Ziel- bzw. Test-Gitter Xogx20x20 und Xs51x51x51 verwendet. Das
diinnere Gitter dient dazu, eine Richtung fiir die Parameterwahl festzustellen, da es nicht so
rechenintensiv ist und somit schneller Aussagen getroffen werden kénnen. Das dichte Gitter wird
dann fiir eine abschliefende Untersuchung herangezogen, mit der dann die Prognose aus der
Berechnung mit dem diinneren Gitter bestétigt oder widerlegt wird. Beginnend mit sehr diinnen
Trainings-Gittern, z.B. X3x3x3, wird das SVR Modell dann in jedem Durchlauf mit einem
immer dichter werdenden Gitter trainiert, bis schliefllich die Dichte des Test-Gitters erreicht ist.
In jedem Durchlauf wird gepriift, wie gut das SVR Modell das dichte Test-Gitter approximiert.
Dafiir werden zwei Fehlermafle verwendet. Um eine Aussage fiir den flaichendeckenden Fehler
zu bekommen, wird ein relatives Fehlermaf €,..; eingefiihrt,

Z?:1 Yi

g =
n
_yi — 94
€ = ———
|9
D i €
€rel = %“ , (6.12)

wobei y; das Soll-Ergebnis darstellt. Die Approximation mit dem SVR Modell wird mit §;
gekennzeichnet und n ist die Gesamtzahl an Testpunkten. Fiir ein absolutes Fehlermafl wird
die Maximum-Norm, auch T'schebyschew-Norm genannt, verwendet

ei = |yi — Gil
€maz ‘= max{ei - -en}. (6.13)

Die Studien haben gezeigt, dass im Falle des glatten Antwortspektrums (ohne den Bereich
eP = 0, sieche Abbildung die Werte fiir die Parameter £ sehr klein und fiir C sehr grof3
gewahlt werden konnen. Das Ergebnis wird dadurch zunehmend besser. Der maximale Fehler
€max flir eine Parameterwahl e = iqr (Y') /20000 und C = iqr (Y') /0, 00001 ist in Abbildung
in zweifach logarithmischer Skalierung dargestellt. Der entsprechende relative Fehler €,..; ist in
Abbildung [6.15] ebenfalls in zweifach logarithmischer Skalierung, dargestellt. Die Erweiterung
der Konvergenzstudie fiir optimale Parameter auf volle Gitter, wie beispielsweise in der Abbil-
dung[6.2] zeigt ein divergierendes Verhalten bei zu kleinen und zu groBen Werten fiir € bzw. C.
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Abbildung 6.14: Mazimum Norm €max Gauj’sche Kernel

Funktion; Parameter & =

: Anzahl der Trainingspunkte

iqr (YY) /20000 und C = igr(Y) /0,00001; Gitter ohne e? = 0; n
im Gitter; Zweifach logarithmische Darstellung
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Abbildung 6.15: Relativer Fehler €, :

Gaufl’sche Kernel Funktion; Parameter e = igr (YY) /20000

und C = igr(Y) /0,00001; Gitter ohne e? = 0; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter; Zweifach

logarithmische Darstellung
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Abbildung 6.16: Mazimum Norm €pmqy © Gaufl’sche Kernel Funktion; Parameter e = iqr(Y) /200
und C = iqr(Y) /0,001; Gitter mit e? = 0; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter; Zweifach
logarithmische Darstellung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden gute Erfahrungen mit den Werten

iqr (Y
Eopt = q2(()0 ) (614)
iqr (Y)
C R 6.15
Pt 70,001 (6.15)

gemacht. Allerdings hat die Gaufl’sche Kernel Funktion einen entscheidenden Nachteil. Sie
divergiert und oszilliert ab einer bestimmten Dichte des Trainings-Gitters. Das oszillierende
Verhalten lisst sich sehr gut im Verlauf des absoluten Fehlers €44 in Abbildung@erkennen.
Das divergierede Verhalten ist dem Verlauf des relativen Fehlers €,.; in Abbildung [6.17] zu
entnehmen.

In [Moustapha et al.| (2018) werden gute Erfahrungen mit der Matérn 5/2 Kernel Funktion

gemacht. Die Matern 5/2 Kernel Funktion wird folgendermafien angegeben (Moustapha et al.|
2018),

X Cxa12 X
K(xi,x;) = (1 VA k1 g i QXJH ) exp (_\/\;}7\\& xj”) : (6.16)
P p p

wobei p ein zu wéhlender Parameter ist. Im Rahmen der hier durchgefithrten Konvergenzstudie
wird p = 1 gesetzt. Zusammen mit den Parametern ep¢ und Copt aus Gleichung und
kann das Konvergenzverhalten im Gegensatz zur Gauf$’schen Kernel Funktion deutlich
verbessert werden. Der maximale Fehler mit der Matérn 5/2 Kernel Funktion ist in Abbil-
dungdargestellt. Zuséatzlich ist als Referenz eine rote Linie eingezogen, die den minimalen
Fehler kennzeichnet, der mit der Gauf$’schen Kernel Funktion erreicht wird. Dadurch ist deut-
lich zu erkennen, dass die Matérn 5/2 Kernel Funktion an der Stelle, wo das Divergieren der
Gauf8’schen Kernel Funktion beginnt, weiter konvergiert. Das Ergebnis fiir den relativen Fehler
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Abbildung 6.17: Relativer Fehler €,c; : Gauf3’sche Kernel Funkion; Parameter € = iqr(Y) /200

und C = iqr(Y) /0,001; Gitter mit e? = 0; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter; Zweifach
logarithmische Darstellung
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iqr (YY) /200 und C = igr(Y) /0,001; Gitter mit e? = 0; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter;
Zweifach logarithmische Darstellung; (—) Bestes Ergebnis mit der Gauf$’schen Kernel Funktion
als Vergleich

Abbildung 6.18: Mazimum Norm €ma. @ Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter & =
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Abbildung 6.19: Relativer Fehler €,.; : Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter e = iqr(Y) /200
und C = iqr(Y) /0,001; Gitter mit e? = 0; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter; Zweifach
logarithmische Darstellung; (—) Bestes Ergebnis mit der Gauf3’schen Kernel Funktion als Ver-
gleich

mit der Matérn 5/2 Kernel Funktion ist in Abbildungdargestellt. Auch hier ist wieder die
rote Linie fiir den Vergleich mit der Gaujf$’schen Kernel Funktion mit angegeben. Wird die rote
Linie aus Abbildung mit einem Wert von 7-10~% = 0,00007 als Referenz genommen, so
ist daraus zu schlieflen, dass der absolute Fehler bei einem Dehnungsbereich 0 < ¢ < 0,005 sehr
gering ist. Das Gleiche gilt fiir die rote Linie in Abbildung[6.19} Hier liegt der relative Fehler bei
einem Wert von 2 - 1072 = 2%. Der absolute Fehler €4, und der relative Fehler €,.; konnen
also mit der Matérn 5/2 Kernel Funktion in einen Bereich gebracht werden, der im Rahmen
dieser mechanischen Anwendung absolut ausreichend ist. Im Rahmen weiterer Studien wurde
untersucht, wie sich die automatische Parameterwahl in MATLAB® verhilt. Bei der automa-
tisierten Parameterwahl wird in der SVR Routine iiber die Minimierung des cross-validation
Fehlers versucht, die optimalen Parameter zu finden. Die Optimierung kann dabei gezielt auf
einzelne Parameter angewendet werden, oder aber auf einen Satz mehrerer Parameter. Der
Versuch, mit dieser Moglichkeit, einzeln oder in Kombination, die Parameter ¢, C, die Kernel
Skalierung o oder auch die Polynomordnung p zu optimieren, brachte keine zufriedenstellenden
Ergebnisse.

Eine weitere Moglichkeit in MATLAB® besteht darin, bestimmte Daten in der Modellbildung
zu gewichten. Durch den nicht glatten Verlauf im Antwortspektrum liegt es nahe, beispielsweise
den Bereich mit eP = 0 anders zu gewichten als den glatten Bereich. Bei einem Trainigsdaten-
satz {X, Y} mit n Trainingspunkten, kénnen mit einer Spaltenmatrix W der Linge n gezielt
Wichtungsfaktoren fiir die Punkte iibergeben werden. Untersuchungen haben gezeigt, dass im
Rahmen dieses Anwendungsfalls keine nennenswerten Verbesserungen erzielt werden konnen.

6.3 Uberanpassung (engl. Overfitting)

Zur einer sogenannten Uberanpassung (engl. Overfitting) kann es bei einer zu grofien Anzahl an

Trainingsdaten oder auch einem verrauschten Trainingsdatensatz kommen (Cristianini et al.}
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Abbildung 6.20: Mazimum Norm €maqe @ Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter Copr =
igr(Y) /200 und C = igr(Y) /0,00000001; Gitter mit e? = 0; n : Anzahl der Trainingspunkte
im Gitter; Zweifach logarithmische Darstellung; (—) Bestes Ergebnis mit der Gauf’schen Kernel
Funktion als Vergleich

. Der zweit-genannte Fall eines verrauschten Trainingsdatensatzes tritt bei Messdaten auf
und ist hierbei auf sogenannte ,Ausreier“-Datenpunkte zuriickzufiihren. Im Rahmen dieser
Arbeit liegen deterministische Trainingsdaten vor, die durch ein zugrundeliegendes mechani-
sches Modell ermittelt werden. Demzufolge kann eine Uberanpassung nur auf eine zu grofe
Anzahl an Trainingspunkten zuriickgefiihrt werden. Der Verlauf des relativen Fehlers €,.; in
Abbildung weist ab ca. 4-10%* = 40000 Trainingspunkten n einen leicht divergierenden
und oszillierenden Verlauf auf. Das Oszillieren ldsst sich auch bei der Maximum Norm €42
in Abbildung ab einer Anzahl von 4-10* = 40000 Trainingspunkten beobachten. Das
Hinzufiigen von weiteren Trainingspunkten bewirkt somit ab ca. n = 4 - 10% ein Overfitting des
Modells. Die in diesem Fall beste Approximation des Testgitters 51 x 51 X 51 mit niest = 132651
Testpunkten erfolgt demnach ,schon“ mit ca. n ~ 2t¢st Trainingspunkten und kann ab dort
nicht durch das Hinzufiigen weiterer Punkte verbessert werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden im Hinblick auf eine Uberanpassung weitere Studien zum
Parameter C (penalty term (Moustapha et al.| [2018) oder auch boz constraint genannt
) durchgefiihrt. Dieser Parameter ist mafgeblich fiir die Vermeidung von
Overfitting-Phénomenen bei der Support Vector Regression verantwortlich. In[Moustapha et al]
wird empfohlen, diesen Wert moglichst grol zu wihlen, um gute Ergebnisse zu erzie-
len. Im Kapitel@ werden bis zum Einsetzen des Owerfittings gute Ergebnisse mit dem Wert

Copt = igréoyl) (Gleichung ) erzielt, der 1349-fach grofer ist als der voreingestellte Wert in

MATLAB® aus Gleichung Weitere Untersuchungen haben gezeigt, dass der Parameter
nicht beliebig gro gewéhlt werden darf. Exemplarisch sind die Ergebnisse fiir einen 134900000-

fach grofleren Wert C = % in Abbildung fiir die Maximum Norm €mq, und in

Abbildung [6.2]] fiir den relativen Fehler €,.; gezeigt. Als Referenz ist in beiden Abbildungen
der Kurvenverlauf fiir Copt mit dargestellt. Die Fehlerkurven von €mae und €., weisen fiir
C = iqr (Y) /0,00000001 groBe , Ausreifier* auf. Zudem kann das Owverfitting ab n = 4-10*
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Abbildung 6.21: Relativer Fehler €ro; : Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter Copt =
igr(Y) /200 und C = igr(Y) /0,00000001; Gitter mit e? = 0; n : Anzahl der Trainingspunkte
im Gitter; Zweifach logarithmische Darstellung; (—) Bestes Ergebnis mit der Gauf$’schen Kernel
Funktion als Vergleich

Trainingspunkten nicht unterbunden werden.

In MATLAB® besteht die Méglichkeit, den Parameter C' automatisiert anzupassen. Dies ge-
schieht iiber die Minimierung eines Kreuzvalidierungs-Fehlers (engl. Cross-Validation-Error).
Bei dieser Minimierung wird der optimale Wert fiir C' in dem Bereich zwischen 10~3 und 103
gesucht. Die automatisierte Anpassung iiber eine Kreuzvalidierung hat einen deutlich erh6hten
Berechnungsaufwand zur Folge. In Abbildung[6.22]ist der Verlauf des maximalen Fehlers €maq
fiir die automatisierte Anpassung des Parameters C dargestellt. Als Vergleich ist der Verlauf
fir Copt mit dargestellt. Der automatisch angepasste Parameter ist mit Ccy g gekennzeich-
net (Cross-Validation-Error). In Abbildung sind die entsprechenden Verldufe des relati-
ven Fehlers ¢,.; dargestellt. Die Verlaufe von Coy g in Abbildung und Abbildung [6.23
stimmen weitestgehend mit den Verldufen von Cop¢ iiberein. Die Berechnung wurde nach 38
Schleifendurchldufen beendet, da die automatisierte Anpassung des Parameters Coy g iiber
den Kreuzvalidierungs-Fehler bei einer grofleren Anzahl an Trainingspunkten, beispielsweise
n > 6-10%, schon mehrere Tage in Anspruch nimmt. Die Auswirkungen der automatisierten
Anpassung auf den Bereich des Overfittings sind aber auch schon nach 38 Schleifendurchléufen
feststellbar. In Abbildung@ ist der Bereich, in dem das QOwverfitting einsetzt, fiir den Verlauf
des maximalen Fehlers €4, detailliert dargestellt. Es ist gut zu erkennen, dass die automatisier-
te Anpassung des Parameters Coy g die Uberanpassung in diesem Bereich nicht unterbinden
kann. Es kommt zu &hnlichen Oszillationen wie bei dem Verlauf des fest gew#hlten Parameters
Copt. Die Verldufe der Parameter Copt und Cov g sind in Abbildung[6.25] dargestellt. Wéhrend
der Parameter Copt =~ 0,61 anndhernd konstant verlduft, oszilliert der Wert Ccoyv g durchge-
hend. Die automatisierte Anpassung des Parameters C hat somit keinen positiven Einfluss auf
das Unterbinden der Uberanpassung. Zudem ist der Berechnungsaufwand iiber die zusitzliche
Kreuzvalidierung sehr grofl und in diesem Anwendungsfall nicht Zielfiihrend.



6.3. UBERANPASSUNG (ENGL. OVERFITTING) 71

10_3 —e—(--"npf = “-11[Y)/0‘ 0011

——Ceve

Ei’i'.' @

10?
mn

Abbildung 6.22: Mazimum Norm €ma. @ Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter Copy =
igr(Y) /200 und Ccvg; Gitter mit e? = 0; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter; Zwei-
fach logarithmische Darstellung; (—) Bestes Ergebnis mit der Gauf’schen Kernel Funktion als
Vergleich
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Abbildung 6.23: Relativer Fehler €ro; : Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter Copt =
igr(Y) /200 und Covg; Gitter mit e? = 0; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter; Zwei-
fach logarithmische Darstellung; (—) Bestes Ergebnis mit der Gauf’schen Kernel Funktion als
Vergleich



72 KAPITEL 6. ANWENDUNG IN DER 1D-ELASTO-PLASTIZITAT

_ —o— Clope = iqr(Y) /0,001
351 ——Cove ]

T

Abbildung 6.24: (Detail Overfitting) Mazimum Norm €mqqs : Matérn 5/2 Kernel Funktion; Pa-
rameter Copr = iqr(Y) /200 und Ccvg; Gitter mit e? = 0; n : Anzahl der Trainingspunkte im
Gitter; Zweifach logarithmische Darstellung
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Abbildung 6.25: Verlauf der Parameter Copt und Cov e : Matérn 5/2 Kernel Funktion; Gitter
mit e? = 0; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter; Einfach logarithmische Darstellung fir die
Anzahl der Trainingspunkte n
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Abbildung 6.26: Unterschied zwischen Regression und Interpolation

6.4 Studien zur Sampling Methode

Im Kapitel@werden die Konvergenzstudien mit kartesischen Datenpunktgittern durchgefiihrt.
Dabei sind sowohl die Test-Gitter als auch die Trainings-Gitter fiir die Support Vector Regres-
sion dquidistant in allen drei Parametern ¢;, k; und UZ'J- Um die Leistungsfahigkeit der SVR zu
bewerten, wird das reduzierte Modell ausgehend von einem groben Gitter mit immer dichteren
Trainings-Gittern trainiert. Eine Erhchung der Anzahl der Trainingspunkte auf diese Weise
wird auch als homogene Verfeinerung bezeichnet.

In diesem Kapitel werden die durchgefithrten Studien zur adaptiven Verfeinerung, d.h. zum
sogenannten adaptiven Sampling vorgestellt. Im Rahmen dieser Forschungsarbeit wurde eine
Vielzahl von Methoden untersucht. In den ersten Studien wird die kartesische Struktur beim
Hinzufiigen von Datenpunkten weitestgehend beibehalten. Da es sich bei SVR um ein Regressi-
onsverfahren handelt, ist es méglich, ein Modell mit vorgegebenen Datenpunkten zu trainieren
und bei anschlieSender Auswertung derselben Punkte einen Unterschied zur exakten Losung zu
erhalten. Dies ist bei einer Interpolation nicht der Fall; der Sachverhalt ist in Abbildunngo-
tiviert. Wahrend die Interpolation die vorgegebenen Trainingspunkte genau abbildet, ,,kann* die
Regression hier Abweichungen aufweisen. Dies gibt allerdings noch keinen Aufschluss iiber die
Approximationsgiite der beiden Verfahren allgemein, siche Abbildung[6.26] Fiir das Hinzufiigen
von Datenpunkten kann beispielsweise der Punkt aus den vorgegebenen Trainingspunkten x;
herangezogen werden, dessen Losung den grofiten Abstand |y(z;) — §r(x;)| zur exakten Losung

vorweist. Angewendet auf die Trainingspunkte x; = [5,-, ki, U;.“’]T wird somit erst das Modell
trainiert und dann fiir dieselben (Trainings-)Punkte ausgewertet. Ist dann der Trainingspunkt
X; mit der grofiten Abweichung zur exakten Losung gefunden, so bietet sich im kartesischen
Gitter aufgrund der einfachen Berechnung ein Hinzufiigen von Trainingspunkten in Sternform
an. Die Tilde iiber dem Datenpunkt dient zur Unterscheidung von den restlichen Punkten
im Datenpunktgitter. Fiir den betreffenden Trainingspunkt X; werden die Abstdnde zu den
néchstgelegenen vorhandenen Nachbarpunkten berechnet. Die additiven Punkte werden dann
genau mittig auf den Verbindungslinien zwischen dem kritischen Punkt und seinen néchsten
Nachbarpunkten platziert. Dabei kénnen, wie in Abbildung dargestellt, vier verschiedene
Fille unterschieden werden, je nachdem, ob der Fehler im Inneren des Sampling-Bereiches, in
einer Ecke, auf einer Fliche oder auf einer Kante liegt. Im Vergleich zum homogenen Verfei-
nern hat diese Vorgehensweise keine Verbesserung erzielen kénnen; der Approximationsfehler
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€maz aus Gleichung ist in den durchgefiihrten Berechnungen bei dhnlicher Anzahl an
Trainingspunkten grofler.

Der néchste Schritt besteht darin, das Kriterium fiir die Ermittlung des kritischen Punktes zu
verdndern. Eine Moglichkeit ist die Kreuzvalidierung, insbesondere die Leave-One-Out Cross-
Validation (LOOCYV) (Fuhg et all) [2020). Dabei wird das Modell mit einem reduzierten Da-
tensatz trainiert und mit dem ,voll“ trainierten Modell verglichen. Stehen beispielsweise n
Trainingspunkte x; (¢ = 1,--- ,n) zu Verfiigung, so wird nacheinander immer einer der Trai-
ningspunkte zur Berechnung des reduzierten Modells entfernt. Mit diesen reduzierten Modellen
wird jeweils eine Approximation Y_i(X) fur die n zu Verfiigung stehenden Trainingspunkte
X = [x1---xn]7 selbst durchgefiihrt. Dabei steht Y_; = [gj1 - - - ?}nEz fiir diejenige Approxima-
tion, fiir die der Datenpunkt x; aus dem Trainingsdatensatz ausgelassen wird und das Modell
mit n—1 Trainingspunkten berechnet wird. In|Jiang et al.| (2020)) wird der quadratische mittlere
Fehler der Leave-Omne-Out Cross-Validation wie folgt angegeben,

n

croocy = ||+ 3 (Yo%) - ¥(x)”, (6.17)
i=1

wobei Y(X) die Approximation des mit allen n Trainingspunkten trainierten Modells bezeich-
net. Ein Indikator fiir eine lokale Verfeinerung kann beispielsweise der Punkt X; sein, bei dem
der Wert

obey =l Y (X) =Y (X) | (6.18)

maximal wird. In MATLAB® ist die Berechnung der Leave-One-Out Cross-Validation im
Rahmen der Support Vector Regression direkt moglich. Ist der Punkt X; mit dem maximalen
Fehler gefunden, kann eine Verfeinerung in der eingangs beschriebenen Sternform statt-
finden (siehe hierzu Abbildung[6.27). Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Fehler
in absteigender Reihenfolge zu ordnen und die k gréfiten Punkte X; (¢ =1, -+ ,k)x<n als Re-
gion zur Verfeinerung heranzuziehen. Dieses Vorgehen ist in Algorithmus 2] dargestellt, wobei
j den ,,Schleifenzihler“ kennzeichnet und ¢ wieder den Index fiir die Datenpunkte. Der Algo-

Algorithmus 2 LOOCV mit Verfeinerung in Sternform
1: for j =1 to N do

2: X, +—— Auswertung LOOCV

3: Sortierung GZSOCV ,4=1,---,n in absteigender Reihenfolge
4: Auswahl der groften k (k < n) Werte aus Schritt 3 — X; (1 =1, ,k)k<n
5: X (=1, ,k)y<n — Berechnung der jeweils 6 nichsten Nachbarpunkte
6: Hinzufiigen von adaptiven Punkten in Sternform ~—— Xadaptiv
X
7 Xj+1 =
Xadaptiv

rithmus [2] ist stark von den Start-Trainingspunkten X und der Anzahl k£ der in Betracht zu
ziehenden grofiten Fehlerpunkte abhéngig. Als Beispiel ist im Folgenden das Ergebnis fiir ein
X¥3x3x3 Start-Gitter Xo aufgezeigt. Ausgehend von diesen 3% =27 Trainingspunkten wurden
in jedem Schleifendurchlauf k =2 kritische Fehlerpunkte herangezogen. Mdgliche Dopplungen
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Abbildung 6.27: Sternférmige Verfeinerung um Punkte mit grofSem Fehler, (o) neue Daten-
punkte, (o) vorhandene Datenpunkte, (oben links) Fehler innerhalb, (oben rechts) Fehler in Ecke,
(unten links) Fehler auf Fliche, (unten rechts) Fehler auf Kante
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Abbildung 6.28: LOOCV mit Verfeinerung in Sternform: Datenpunkte nach ersten Schleifen-
durchlauf, (o) Xo , (O) %; i = 1,2, (o) X9Pt (links) ; Datenpunkte nach 51 Schleifen-
durchliufen, (o) X,—51 (rechts) ; oY in [MPa)]

beim Hinzufiigen von Trainingspunkten in Sternform von benachbarten Fehlerpunkten wur-
den unterbunden bzw. entfernt. Die Datenpunktstruktur nach dem ersten Schleifendurchlauf
und dem Schleifendurchlauf j = 51 (618 Trainingspunkte) sind in Abbildung zu sehen.
Um die Qualitédt der adaptiven Verfeinerung zu bewerten, werden die Maximum Norm €mqz
und der relative Fehler €,.; mit den Ergebnissen aus Kapitel @ verglichen. Das Test-Gitter
Xs51x51x51 wird dabei nach jedem Schleifendurchlauf approximiert, um eine Vergleichbarkeit
mit der homogenen Verfeinerung herzustellen. Das Ergebnis fiir die Maximum Norm nach j =72
Schleifendurchliufen und somit 848 Trainingspunkten ist in Abbildung[6.29) dargestellt. Der re-
lative Fehler ist in Abbildung [6.30] zu sehen. Aus der Abbildung [6.29] wird deutlich, dass ab
512 Datenpunkten im kartesischen Gitter Xgxgxg die adaptive Verfeinerung nicht mehr unter
der Kurve der homogenen Verfeinerung verlduft. Hier tritt ein ,, Durchstechen* der blauen Kur-
ve durch die schwarze Kurve nach dem Schleifendurchlauf 7 =52 auf. Der relative Fehler der
adaptiven Verfeinerung in Abbildung [6.30] stimmt anfangs weitestgehend mit der homogenen
Verfeinerung iiberein und driftet ab 125 Datenpunkten im kartesischen Gitter X5x5x5 stark
ab. Die maximale Anzahl der Schleifendurchldufe betriagt in dieser Studie j="72.

In einer weiteren Studie soll der verfolgte Ansatz der sternférmigen Verfeinerung im Rahmen
der Leave-One-Out Cross- Validation erweitert und abgeandert werden. Die Idee ist es, Informa-
tionen iiber das Verhalten des Antwortspektrums mit in den adaptiven Sampling-Prozess ein-
zubauen. Die plastische Dehnung eP ist in einem grofien Datenpunktbereich x; = [si, ki, oéj]T
gleich null und geht C?-stetig in einen glatten, nichtlinearen Bereich iiber (siehe hierzu auch
Abbildung. In einer Vorstudie wurden Punkte additiv aus dem X51x51x51 Test-Gitter hin-
zugenommen, bei denen die Abweichung zur exakten Lésung am gréfiten waren. Dabei wurden
Dopplungen in den Trainingspunkten ausgeschlossen, wenn beispielsweise die maximale Ab-
weichung bei einem der Trainingspunkte selbst lag. Diese Untersuchung zeigt eine allméhliche
Anhsufung der hinzukommenden Trainingspunkte im Bereich der C°-, Trennebene“ aus Ab-
bildung [6.3] Hierzu sei erwihnt, dass diese Vorstudie keine Samplingmethode darstellt, da die
hinzugefiigten Trainingspunkte aus dem zu approximierenden Test-Gitter entnommen werden.
Um nun gezielt Punkte in diesen Trennbereich einzufiigen, bietet sich ein Sampling fiir eine
Klassifizierung der Datenpunkte an. Fiir das elasto-plastische, eindimensionale Materialmodell
wiirde eine Klassifizierung wie folgt aussehen

I :{ Looel (e ko) >0 (6.19)
61
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Abbildung 6.29: Mazimum Norm €maqs : Vergleich der homogenen Verfeinerung mit der adap-
tiven Verfeinerung (Sternform); (—) Bestes Ergebnis mit der Gauf$’schen Kernel Funktion als
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Abbildung 6.30: Relativer Fehler €,.; : Vergleich der homogenen Verfeinerung mit der adaptiven
Verfeinerung (Sternform); (— ) Bestes Ergebnis mit der Gauf3’schen Kernel Funktion als Vergleich
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Abbildung 6.31: Trainingspunkte nach 40 adaptiv hinzugefiigten Punkten mit dem ,maz-min
Sampling der CODES® -Toolbox

Dabei beschreibt I; die Markierung (engl. Label) des Datenpunktes, die entweder den Wert 1
oder den Wert -1 annimmt. Im Rahmen dieser Arbeit wird die CODES®-Toolbox von

|und Missoum] (2015) fiir die Klassifizierung und das hierfiir mit bereitgestellte adaptive Samp-
ling verwendet. Insbesondere wird das zur Verfiigung gestellte und in |Basudhar und Missoum|
vorgestellte ,,max-min“ Sampling herangezogen. Die Support Vector Machine (SVM) zur
Klassifizierung wird mit der in der CODES®-Toolbox zur Verfiigung stehenden Gauf’schen
Kernel Funktion trainiert. Um die Qualitdt zu bewerten, wird ein Start-Gitter Xo mit lediglich
8 Eckpunkten des Sampling Bereiches vorgegeben. Additiv werden dann k5VM =40 Trainings-
punkte hinzugefiigt. Die Verteilung der Trainingspunkte nach dem Sampling Prozess ist in
Abbildung [6-31] dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die hinzugekommenen Trainings-
punkte nahe an der Trennfldche der Bereiche e? =0 und eP >0 liegen. Um die Giite der SVM zu
bewerten, wird die Klassifizierung (6.19) fiir ein Test-Gitter X20x20x20, also 8000 homogen ver-
teilte Testpunkte mit der CODES®-Toolbox durchgefiihrt. Das Ergebnis ist in Abbildungm
gezeigt. Es ist gut zu erkennen, dass die Klassifizierung mit der geringen Anzahl an Trainings-
punkten schon recht gute Ergebnisse liefert.

Ein weiteres mogliches Element des adaptiven Samplings ist es, den noch nicht abgedeckten
Raum zu ,ertasten” und nicht nur lokal in Bereichen grofler Fehler zu verfeinern. Daher kann
es sinnvoll sein, einen Fxplorations-Anteil in das adaptive Sampling mit einzubinden. Im Rah-
men der Untersuchungen werden hierfiir Triangulierungen iiber den Samplingbereich und seine
Begrenzung durchgefiihrt. Dabei entstehen auf dem Rand des Samplingbereiches Dreiecke und
im Samplingbereich Tetraeder. Zur Verfeinerung werden dann die Schwerpunkte der gréfiten
Dreiecke und Tetraeder hinzugezogen. Um die Dreiecke auf dem Rand zu berechnen, wird
zuerst die konvexe Hiille fiir die Trainingspunkte berechnet. Dabei handelt es sich um eine
Standardfunktion in MATLAB® | die eine Konnektivitéit als Ergebnis liefert, also welche 3
Trainingspunkte jeweils ein Dreieck auf dem Rand des Samplingbereiches bilden. Die Dreiecke
tiberdecken dabei in Summe den gesamten Rand. Fiir die Berechnung der Schwerpunkte in
den Dreiecken wird die frei zu Verfiigung stehende MATLAB®-Funktion von
gewihlt. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Funktion erweitert, um zusétzlich den Flacheninhalt
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Abbildung 6.32: Klassifizierung von 8000 Testpunkten Xsox20x20 nach adaptiver Verfeinerung
mit dem ,maz-min“ Sampling der CODES® -Toolbox

als Ausgabewert zu erhalten. Mithilfe des Flicheninhaltes kénnen die Dreiecke der Grofie nach
sortiert werden. Die Schwerpunkte der groften k7% Dreiecke werden dann als neue Trainings-
punkte zu den vorhandenen Trainingspunkten hinzugefiigt. Beispielhaft ist eine Triangulierung
mittels konvexer Hiille in Abbildung [6.33| gezeigt, bei der die groften k7" =20 Dreiecke in
Betracht gezogen werden. Eine Triangulierung im Samplingbereich iiber die Trainingspunkte
X resultiert in ein Tetraedernetz. In MATLAB® steht hierfiir die Delaunay-Triangulierung zur
Verfiigung. Als Ergebnis wird die Konnektivitéit zuriickgegeben, also welche 4 Trainingspunkte
jeweils ein Tetraeder erzeugen. Mit der MATLAB®-_Standardfunktion ,incenter* ist es dann
moglich, die notwendigen Schwerpunkte der Tetraeder zu berechnen. Das Volumen jedes Tetra-
eders kann wieder iiber die konvexe Hiille berechnet werden. Als Beispiel ist in Abbildung@
die Hinzunahme der Schwerpunkte der gréften k7€t =10 Tetraeder dargestellt. Mit der Tri-
angulierung im Samplingbereich und auf dem Rand werden Trainingspunkte hinzugefiigt, die
helfen, den gesamten Definitionsbereich zu fiillen bzw. zu erkunden. Allerdings ist bei diesem
Vorgehen lediglich der Volumen- bzw. Flicheninhalt fiir das Hinzufiigen von Punkten entschei-
dend. Somit ist es sinnvoll, im Anschluss an die drei beschriebenen Samplingmethoden wieder
eine Leave-One-Out Cross-Validation (LOOCV) durchzufithren und Punkte in den Bereichen
grofler Fehler zu ergéinzen. Von dem eingangs beschriebenen sternférmigen Hinzufiigen von
Samplingpunkten wird im Folgenden abgewichen, da die kartesische Gitterstruktur durch die
beschriebenen Methoden nicht mehr bestehen bleibt. Es wird stattdessen ein Weg gewihlt, bei
dem auf der Verbindungslinie zwischen zwei kritischen LOOCV-Punkten neue Punkte plat-
ziert werden. Ausgehend vom Mittelpunkt dieser Verbindungslinie werden dann zwei additive
Punkte in die Néhe der kritischen Punkte ,,geschoben®. Wie dicht ein additiver Punkt an einen
kritischen Punkt geschoben wird, kann dabei iiber einen Wichtungsfaktor gesteuert werden.
Der Faktorwert w =1 schiebt den Punkt direkt auf die Position des kritischen Punktes. Der
Wert w=0 bedeutet eine Platzierung genau in der Mitte der Verbindungslinie zweier kritischer
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Abbildung 6.33: Triangulierung mittels konvexer Hiille und Hinzufiigen der Schwerpunkte der
grofBten Dreiecke mithilfe der ,,Center“-Funktion, (o) X;, (x) Schwerpunkte der Dreiecke, (O)
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Abbildung 6.34: Erstellung der Tetraeder mittels Delaunay-Triangulierung und Hinzufigen der
Schwerpunkte der gréften Tetraeder, (o) X, (*) Schwerpunkte der Tetraeder, (O) X*deprtiv, ¥
in [MPa]
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Abbildung 6.35: Hinzufiigen von Trainingspunkten basierend auf LOOCYV und Verbindungslinien
zwischen den kritischen Punkten, (o) Xj, () kritische LOOCV Punkte, (—) Verbindungslinie

zwischen den kritischen Punkten, (e) X®4PYV . ¥ in [MPa)]

Punkte. Im Rahmen der Untersuchungen haben Werte zwischen w = 0,7 und w = 0,9 gute
Resultate erzielt. In der Abbildung[6.35]ist ein Ergebnis fiir den Wert w=0, 875 dargestellt. In
dem gezeigten Beispiel werden drei kritische LOOCV-Punkte in absteigender Reihenfolge er-
mittelt und die Verbindungslinien berechnet. In der Abbildung[6.35|sind die Verbindungslinien
zwischen den kritischen Punkten mit dargestellt. Somit werden in diesem Beispiel kXCOCV =4
Trainingspunkte hinzugefiigt.
Die vier beschriebenen Samplingmethoden werden in einer ,dufleren* Schleife N-mal wiederholt
nacheinander ausgefiihrt. Zudem wurden ,innere“ Schleifen fiir die einzelnen Anteile eingefiigt,
was dem Algorithmus mehr Flexibilitdt verleiht. Dabei wird der betreffende Sampling-Anteil
mehrfach ausgefiihrt. Der ,max-min*“ Sampling Prozess mit der CODES®-Toolbox wird da-
bei NSV M_mal wiederholt, wobei immer k%YM =1 Trainingspunkt hinzugefiigt und dann die
Support Vector Machine zur Klassifizierung anschliefend neu trainiert wird. Bei der Triangu-
lierung des Randes wird der Prozess N7 "*-mal wiederholt, wobei immer die Schwerpunkte der
ETT% groften Dreiecke hinzugenommen werden. Bei der Delaunay-Triangulierung werden in den
NTet inneren Schleifendurchliufen jeweils die Schwerpunkte der k7¢t groBten Tetraeder hin-
zufiigt. AbschlieBend wird die Leave-One-Out Cross- Validation NFOOCV _mal ausgefiihrt und
jeweils kLOOCY Trainingspunkte hinzugefiigt. In jedem der NLOOCV Durchliufe wird die Sup-
port Vector Regression neu trainiert und die LOOCYV ausgewertet. Das beschriebene Vorgehen
mit ,inneren“ Schleifen hat allerdings mehr zu wihlende Parameter zur Folge, was das Finden
einer optimalen Lésung schwierig gestaltet. In Algorithmus [3]ist der strukturelle Aufbau und
die Abfolge dieses zusammengesetzten Samplingprozesses dokumentiert, wobei die ,,inneren*
Schleifen zur besseren Ubersichtlichkeit der prinzipiellen Struktur nicht mit aufgefiihrt sind.
Es wurden gute Ergebnisse mit den Parametern in Tabelle [6.1] erzielt. Die Trainingspunkte
nach N = 55 dufleren Schleifendurchldufen und einem kartesischen Startgitter X3x3x3 sind in
Abbildung [6:36] dargestellt. Der Wichtungsfaktor fiir die im LOOCV Verfahren hinzugefiigten
Trainingspunkte betrigt hierbei w = 0,8795. Die Maximum Norm fiir das zusammengesetzte,
adaptive Verfahren ist in Abbildung[6.37] dargestellt und der relative Fehler in Abbildung[6.38
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Algorithmus 3 Erweitertes additives Sampling

1: for j =1 to N do

2:

3:

10:

11:

12:

13:

X; +— SVM mit der CODES®- Toolbox
,max-min“ Sampling s Xoadaptiv
xi— | %

J Xadapti'u

X; +—— Triangulierung des Randes mittels Konvexer Hiille

Schwerpunkte der groBten Dreiecke auf dem Rand — Xadaptiv
x| %

J Xu.daptiv
X;f* — Delaunay Triangulierung im Gebiet

Schwerpunkte der gréBten Tetraeder im Gebiet —s Xadaptiv

WoAEE — X;*
J X(Ldaptiv
X — LOOCV

Trainingspunkte auf Verbindungslinien — Xadaptiv

— J
Xj+1= .
Xadaptw

Startgitter Xo: X¥3x3x3 (27 Trainingspunkte)

Wichtungsfaktor fiir LOOCV: w = 0,8795

Sampling Methode »Ilnnere* Schleifen Neue Trainingspunkte
Klassifizierung NSVM _ 9 LSVM _q

Schwerpunkte Dreiecke NTri =1 kTri — 9

Schwerpunkte Tetraeder NTet =9 ETet =2

LOOCV NLOOCV _ ¢4 LLOOCV _ 4

Tabelle 6.1: Parameter fiir das zusammengesetzte adaptive Sampling
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Abbildung 6.36: Trainingspunkte nach N = 55 duferen Schleifendurchliufen des zusammenge-
setzten Sampling Verfahrens

Bei der Maximum Norm in Abbildung [6.37 wird wieder deutlich, dass das adaptive Sampling
im Anfangsbereich der homogenen Verfeinerung iiberlegen ist. Allerdings tritt auch hier wieder
eine Verschlechterung bei einer héheren Anzahl an Trainingspunkten im Vergleich zum homo-
genen Verfeinern auf. Ab 512 Datenpunkten im kartesischen Gitter Xgxgxg sticht die blaue
Kurve der adaptiven Verfeinerung durch die Kurve der homogenen Verfeinerung hindurch. Der
relative Fehler in Abbildung [6.38] verlduft weitestgehend analog zur homogenen Verfeinerung
und driftet ab 343 Punkten im kartesischen Gitter X7x7x7 leicht ab.

Im Vergleich mit der homogenen Verfeinerung zeigen sowohl das sternférmige LOOCYV Sampling
als auch das zusammengesetzte Sampling im Anfangsbereich wesentliche Vorteile. Als Mafige-
bend ist hierbei der Kurvenverlauf der Maximum Norm anzusehen, der in Abbildung|6.29| und
Abbildung @jeweﬂs unter der Kurve der homogenen Verfeinerung verlduft. Allerdings ist
der Verlauf beider Samplingstrategien ,,nur“ bis ca. 500 Trainingspunkte der homogenen Ver-
feinerung iiberlegen. Ab hier zeigt die homogene Verfeinerung einen besser konvergierenden
Verlauf an, wihren die adaptiven Verfahren stagnieren. Bei der Auswahl der richtigen Para-
meter aus Tabelle [6.1] konnen weitere Kombinationen ausprobiert werden, hier besteht noch

Forschungsbedarf. Es kann nicht ausgeschlossen werden, dass bessere Ergebnisse als das hier

gezeigte Resultat moglich sind.
In[Fuhg et al.| (2020)) werden verschiedene adaptive Samplingmethoden miteinander verglichen,
wobei die Modellerstellung hier mit dem sogenannten Kriging durchgefiithrt wird. Bei Kriging
handelt es sich wie bei SVR um ein effizientes Verfahren um reduzierte bzw. Surrogate Model-
le auf der Basis von Trainingspunkten zu erstellen. Beide Verfahren haben ihre Vorteile und
wurden in zahlreichen Anwendungen getestet, sodass nicht von vornherein eines der genann-
ten Verfahren bevorzugt werden kann. Fiir das in dieser Arbeit herangezogene eindimensionale
elasto-plastische Modell konnten allerdings keine zufriedenstellenden Ergebnisse fiir globale Er-
satzmodelle erzielt werden. Bei der homogenen Verfeinerung zeigt Kriging hier ein oszillierendes
Verhalten im Verlauf der Maximum Norm. Fiir die Autokorrelationsfunktion des Krigings wird
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Abbildung 6.37: Mazimum Norm €ma. : Vergleich der homogenen Verfeinerung mit der adapti-
ven, zusammengesetzten Verfeinerung; (— ) Bestes Ergebnis mit der Gaufl’schen Kernel Funktion
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Abbildung 6.38: Relativer Fehler €,.; : Vergleich der homogenen Verfeinerung mit der adaptiven,
zusammengesetzten Verfeinerung; (—) Bestes Ergebnis mit der Gauf’schen Kernel Funktion als
Vergleich
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wie bei der Support Vector Regression die Matérn 5/2 Kernel Funktion verwendet. Ohne auf
die Details einzugehen sei erwdhnt, das die mathematische Herleitung des Verfahrens auf einem
stochastischen Ansatz beruht und fiir die Erstellung des reduzierten Modells ein Optimierungs-
problem in den Hyperparametern gelost werden muss, insbesondere die Korrelationsparameter
0 (Fuhg et al.| [2020). Die mathematische Formulierung des Verfahrens und des zugehorigen Op-
timierungsproblems unterscheidet sich deutlich von der Support Vector Regression. Der grofle
Bereich mit e = 0 und der C-stetige Ubergang in einen glatten nichtlinearen Bereich wirken
sich negativ auf die durch Kriging erzielten Ergebnisse aus. Bei einer Approximation mittels
Kriging wird der Einfluss der Trainingspunkte auf den zu approximierenden Trainingspunkt
berechnet. Ist das Antwortspektrum in einem Bereich Konstant gleich 0, so geht der Einfluss
gegen Unendlich. In einem glatten, stetigen und nichtlinearen Bereich nimmt dieser Einfluss
endliche Werte an. Dies fithrt voraussichtlich zu den genannten Oszillationen im Verlauf der
Maximum Norm, die somit als ein ,Pendeln“ um einen optimalen Mittelwert zwischen den
beiden Bereichen angesehen werden kénne

6.5 Fazit aus den Studien

Im Kapitel |§| werden wesentliche Eigenschaften der Support Vector Regression (SVR) unter-
sucht. Hierbei liegt der Fokus auf der Approximationsgiite der plastischen Dehnung &P des
eindimensionalen elasto-plastischen Materialmodelles unter Vorgabe der Gesamtdehnung ¢, der
FlieBgrenze 0¥ und des Verfestigungsparameters k. Es wird gezeigt, dass mit der Gauf$’schen
Kernel Funktion der ,flachen“ Bereich mit e? = 0 quantitativ gut approximiert werden kann.
Mit der Verwendung der geeigneten Parameter eop; (intensive tube width) und Copt (penalty
term) konnen auch qualitativ gute Ergebnisse erzielt werden. Ab einer hoheren Anzahl an Trai-
ningspunkten ist allerdings ein Oszillieren und Divergieren in den Fehlerkurven zu beobachten.
Eine weitere Verbesserung ist mit der Matérn 5/2 Kernel Funktion mdglich, die im Gegensatz
zur Gauf’schen Kernel Funktion bei grofleren Anzahlen an Trainingspunkten weiter konver-
giert. Das Phiinomen der Uberanpassung (engl. Overfitting) ist ab einer Trainingspunktanzahl
von n = 4-10* zu beobachten. Untersuchungen hierzu haben gezeigt, dass ein vollstindiges
Unterbinden des Overfittings weder mit dem weiteren Erhéhen von C' > Copt als auch mit der
automatischen Anpassung von Ccy g unterbunden werden kann. Ingenieurtechnisch gesehen
ist der Bereich, in dem ein OQwerfitting aufgrund zu vieler Trainingspunkte stattfindet, nicht
von Interesse. Des weiteren werden zwei verschiedene Algorithmen zum adaptiven Sampling
vorgestellt. Beide Verfahren zeigen im Anfangsbereich bis ca. n &~ 500 Trainingspunkte gute
Ergebnisse. Bei grofleren Mengen an Trainingspunkten kénnen mit homogenen Gittern bessere
Approximationen erzielt werden. Fiir praktische Zwecke, bei denen nach Méglichkeit mit weni-
ger Trainingspunkten gute Ergebnisse erzielt werden sollen, ist es somit sinnvoll, eine adaptive
Verfeinerung vorzunehmen.

2Der Autor dankt an dieser Stelle Jan Niklas Fuhg fiir den wissenschaftlichen Austausch zu Kriging und
adaptiven Sampling.






7 Anwendung in der 2D- und 3D-Elasto-Plastizitéit

In dem vorliegenden Kapitel wird die Support Vector Regression auf Daten angewendet, die
mittels einer Finite-Elemente-Berechnung generiert werden. Die Erkenntnisse aus Kapitel [6]
der 1D-Elasto-Plastizitdt, konnen hierfiir weiter genutzt und verifiziert werden.

7.1 Vier-Punkt-Biegebalken

Als Modell wird der sogenannte Vier-Punkt-Biegeversuch herangezogen. Dabei handelt es sich
um einen Balken auf zwei Stiitzen, der durch zwei gleich grofle, parallele Krifte belastet wird.
Das statische 1D-Modell, der qualitative Querkraftverlauf sowie der qualitative Momenten-

verlauf sind in Abbildung [7.I] dargestellt. Eine wesentliche Eigenschaft dieses Modells ist der

Statisches Modell

SO

Querkraftverlauf

Momentenverlauf

Abbildung 7.1: Statisches 1D-Modell des Vier-Punkt-Biegebalkens mit den zugehdrigen qualita-
tiven Schnittgréflenverliufen fir Querkraft und Moment

querkraftfreie mittlere Bereich zwischen den aufgebrachten Kriften. Hieraus resultiert ein kon-
stanter Momentenverlauf im mittleren Bereich. Im Rahmen dieser Arbeit wird fiir das Modell
ein rechteckiger Balkenquerschnitt verwendet, wie er in Abbildung @ zu sehen ist. Der Quer-
schnitt hat eine Breite von 10 mm und eine Hohe von 20mm. Die Gesamtliange des Balkens
betragt 200 mm, wobei die Lager jeweils 10 mm von den Balkenenden versetzt angeordnet sind.
Die Krifte werden jeweils 60 mm versetzt von den Balkenenden aufgebracht. Eine schemati-
sche Darstellung des Vier-Punkt-Biegeversuches ist in Abbildung@darges‘cellt. Die Versuchs-
durchfithrung soll im Rahmen dieser Arbeit als verschiebungsgesteuert angesehen werden. Dabei
werden die Lager auf der Balkenoberseite in Abbildung@kontrolliert abgesenkt. Von Interesse
ist in der Regel der mittlere Bereich, in dem lediglich das Schnittmoment als innere Belastung
zum Tragen kommt. Lokale Spannungsspitzen an den Lager- bzw. Lastpunkten haben aufgrund

87
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Abbildung 7.2: Vier-Punkt-Biegeversuch mit den zugehdérigen Abmessungen und Lagerungen

des Prinzips von de Saint Venant auf den mittleren Balkenbereich keinen Einfluss (Kreifiig und
Benedix} 2013, Kapitel 3.5). Dies gilt auch fiir ein FE-Modell, bei dem beispielsweise die Kréfte
oder Verschiebungsrandbedingungen an den entsprechenden Stellen Knotenweise aufgebracht
werden. Die Normalspannungen in Balkenldngsrichtung verlaufen linear iiber die Balkenhdhe
und nehmen ihre Maximal- und Minimalwerte an der Balkenunter- bzw. oberseite an. Abge-
sehen von den schon genannten und vernachlédssigbaren Spannungsspitzen an den Last- und
Lagerpunkten findet somit im mittleren Bereich, bei Uberschreiten des elastischen Bereichs,
ein kontrolliertes Flieen des Werkstoffes statt.

7.2 Parameterraum und Ausgabegrofle (Quantity of Interest)

Der Vier-Punkt-Biegeversuch wird fiir die Ermittlung der Trainings- und Testdaten in ein FE-
Modell iiberfiihrt. Dabei wird auf der Oberseite des Balkens an zwei Stellen eine Verschiebung
@ > 0mm aufgebracht, siehe hierfiir Abbildung[7.3] Je nachdem, wie gro88 diese Verschiebung

PEEQ b'e
(Avg: 75%)

+7.488e-03 z
+6.864e-03
+6.240e-03
+5.616e-03

u
¥
-

+0.000e+00

Abbildung 7.3: FE-Berechnung eines Vier-Punkt-Biegeversuches mit schematischer Darstellung
der Randbedingungen: Aquivalente plastische Dehnung e‘e’q (PEEQ); eingeprigte Verschiebung

@ [mm]; Balkenhdhe d [mm); elastischer, nicht plastifizierter Querschnitt d®' [mm)]

u ist, verhilt sich das Material rein elastisch oder geht in den elasto-plastischen Bereich iiber.
Das Einsetzen von elasto-plastischem Materialverhalten ist zusétzlich von der Gréfe der Flief3-
grenze oY und dem Elastizitdtsmodul E abhéingig. Im Rahmen dieser Arbeit wird ein isotroper
und ideal plastifizierender Stahl als Werkstoff herangezogen. Fiir die Support Vector Regression
(SVR) soll bei Vorgabe einer Verschiebung , einer FlieBgrenze o¥ und einem Elastizitdtsmodul
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E eine moglichst genaue Vorhersage fiir den nicht plastifizierten, elastischen Querschnitt d¢ ge-
funden werden, siehe hierzu Abbildung Wenn keine plastische Dehnung vorliegt, entspricht
der nicht plastifizierte, elastische Querschnitt d¢! der Balkenhshe d®! = d. Die Eingabe und
Ausgabegréfien zum Trainieren des reduzierten Modells kénnen in Matrizen wie folgt zusam-
mengefasst werden

X =[xt xa], x = [Ey, 0¥, w]"
Y =[yi-ya)" oy =d? (7.1)
Fiir einen neuen Eingabedatensatz x* = [E, o¥, @] soll das reduzierte Modell FEM in der

Lage sein, den entsprechenden elastischen Querschnitt § = det vorauszusagen,
FAM(x*) — . (7.2)

Die Bereiche (engl. Domain) fiir die Trainingsdaten x; = [Ei, ag, ﬂ,—]T werden im Hinblick
auf die Materialeigenschaften von Baustdhlen folgendermaflen eingegrenzt,

190 000 MPa < E < 230000 MPa
300 MPa < ¢¥ < 360 MPa
0,4mm < 4 < 2,8mm , (7.3)

wobei der Bereich fiir die aufgebrachte Verschiebung u die Betrachtung im Rahmen kleiner
Deformationen rechtfertigt. In einer FE-Analyse liegt der nicht plastifizierte, elastische Quer-
schnitt d°, in diesem Fall die GroBe von Interesse (engl. Quantity of Interest), nicht primér nach
der EE-Berechnung vor. Hierfiir werden im Rahmen dieser Arbeit zwei Nachlaufberechnungen
benétigt (engl. Postprocessing). Im ersten Schritt wird die dquivalente plastische Dehnung qu

berechnet,
t 2 2
e, = / \/j”éP” dr=4/Zep .. ep, (7.4)
o V3 3

die als skalare Vergleichsgrofle fiir die vorliegende plastische Dehnung angesehen werden kann.
In ABAQUS® wird diese Grole mit PEEQ bezeichnet und ist exemplarisch in Abbildung|7.3
als Farbplot dargestellt. Fiir den Ort des nicht plastifizierten, elastischen Querschnitts d¢! wird
die Mitte des Balkens gew#hlt, siehe hierzu Abbildung Ausgehend von der Gesamthohe des
Balkens d kann dann d¢! wie folgt definiert werden,

d®t = d (e?, =0) . (7.5)

Im folgenden Kapitel wird beschrieben, wie diese Gréfle im Rahmen der FEM angenéhert
wird.

7.3 Modellaufbau in 3D

Die Modellierung des Vier-Punkt-Biegebalkens findet in ABAQUS® CAE statt, der grafischen
Benutzeroberfliche dieser Finite-Elemente-Software. Bei der Modellierung werden Symmetrieei-
genschaften ausgenutzt, sodass nur ein Viertel des Balkens modelliert werden muss. Der model-
lierte Teil des Balkens sowie die Orientierung und der Ursprung des Koordinatensystems sind in
Abbildung schematiseh dargestellt. Die Verschiebungsrandbedingungen fiir das 3D-Modell
in ABAQUS® sind in Abbildung abgebildet. An der yz-Ebene wird die Verschiebung in
x-Richtung gesperrt und an der xz-Ebene die Verschiebung in y-Richtung. Die restlichen Rich-
tungen sind in diesen beiden Ebenen frei beweglich, sodass keine Zwéngungen entstehen. Auf
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Abbildung 7.4: Modellierung des Vier-Punkt-Biegeversuches unter Ausnutzung der Symmetrie-
bedingungen beztiglich der zy-Ebene und zy-Ebene: Viertel Balken

Abbildung 7.5: Verschiebungsrandbedingungen u des 3D-Modells fiir den Vier-Punkt-Biegebalken

der Balkenunterseite wird die Verschiebung auf einer Partitionslinie in z-Richtung gesperrt. Die
anderen Richtungen sind auch hier frei beweglich, sodass ein Loslager abgebildet werden kann.
Auf der Balkenoberseite wird eine Verschiebung 4 > 0 mm auf einer Partitionslinie in z-Richtung
aufgebracht, wodurch eine Verschiebungssteuerung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode
realisiert wird. Im Rahmen der Untersuchungen werden zwei verschiedene Vernetzungen her-
angezogen. Die Vernetzungsdichte an der Kante, die mit der zentralen z-Achse zusammenfillt,
ist fiir die Qualitit der hoch aufgelésten Berechnung d®' (engl. High-Fidelity-Solution) von
entscheidender Bedeutung. An dieser Kante wird die fiir die Berechnung von d¢! relevante
dquivalente plastische Dehnung z-:gq abgegriffen, da hier der maximal belastete Querschnitt des
Vier-Punkt-Biegeversuchs vorliegt. Nach einer konvergierten FE-Berechnung liegen die Werte
fir die plastischen Dehnungen an den Integrationspunkten der Elemente vor. Somit ist die An-
zahl der Elemente iiber die Balkenhohe d fiir die Prézision des nicht plastifizierten, elastischen
Querschnitts d®* von entscheidender Bedeutung. In Abbildung ist eine Vernetzung mit 40
Elementen iiber die Hohe im vorderen Bereich dargestellt. In Abbildung[7.7]ist eine weitere Ver-
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feinerung der Vernetzung mit 80 Elementen iiber die Hohe dargestellt. Bei beiden FE-Netzen ist
ein Grofteil der Geometrie mit einem groben, strukturierten Netz versehen, da der entsprechen-
de Bereich von untergeordneter Bedeutung ist. Ausgehend von diesem grob vernetzten Bereich
wird das Netz zum vorderen Bereich des Modells hin verfeinert, sodass jeweils die gewiinschte
Elementanzahl von 40 bzw. 80 Elementen iiber die Hohe erreicht wird. Fiir die Elementierung
wird das in Abbildung Kapitelvorgestellte 8-Knoten Kontinuumselement verwendet. In
ABAQUS® ist dieser Elementtyp mit C3D8 deklariert (8-node linear brick). Die dquivalente
plastische Dehnung aze’q wird an den 40 bzw. 80 Elementen abgegriffen, bei denen eine Element-
kante mit der zentralen z-Achse zusammentfillt (siehe hierzu Abbildung und . Es ist
zweckméfig, den Wert fiir agq je Element am Elementschwerpunkt zu ermitteln. In ABAQUS®
wird der Wert im Elementschwerpunkt aus den Werten an den Integrationspunkten des Ele-
ments interpoliert. Der Zusammenhang zwischen den Elementknoten, den Integrationspunkten
und den Elementschwerpunkten ist in Abbildung dargestellt. Der Abstand zwischen den
Elementschwerpunkten zweier benachbarter Elemente stimmt fiir die betrachteten Elemente
ungefihr mit der Elementkantenldnge iiberein. Somit kann bei Kenntnis von qu im Schwer-
punkt entschieden werden, ob dieses Element bzw. die zugehorige Elementkantenléinge dem rein
elastischen oder dem elasto-plastischen Bereich zugeschrieben werden kann. Die Berechnung des
nicht plastifizierten, elastischen Querschnitts d® kann somit wie folgt angegeben werden,

dt = (3 Blement|.p, o) L , (7.6)

wobei [ fiir die Elementkantenlinge eines Elementes im betrachteten Bereich steht. Aus der
Gleichung wird ersichtlich, dass die Giite der hoch aufgelosten FE-Berechnung mit der
Elementgrofle korreliert. In der Abbildung ist exemplarisch ein Ergebnis-Farbplot fiir qu
(PEEQ) und eine Vernetzung mit 40 Elementen iiber die Hohe dargestellt. Es ist gut zu er-
kennen, wie sich die plastischen Zonen von Balkenober- und unterseite aus anndhernd sym-
metrische zur Spannungsnulllinie im Querschnitt ausbreiten. Die fiir den nicht plastifizierten,
elastischen Querschnitt d¢! relevanten Elemente im Zentrum an der globalen z-Achse kénnen
in einem Element-Pfad zusammengefasst werden. Speziell fiir das Berechnungsergebnis aus
Abbildung ist die dquivalente plastische Dehnung €, entlang des Element-Pfades in Abbil-
dungdargestellt. Aus der Abbildungkann entnommen werden, dass fiir die 6 Elemente
18 bis 23 ein Wert von e£, = 0 vorliegt. Bei 40 Elementen iiber die Héhe kann die Elementkan-
tenlidnge mit e = 20 mm/40 = 0,5 mm angegeben werden. Die Auswertung von Gleichung (7.6)
ergibt somit einen nicht plastifizierten, elastischen Querschnitt d¢! von 6l = 3mm. Fiir die
Vernetzung mit 80 Elementen kann die Elementlinge mit [ = 20mm/80 = 0,25 mm angege-
ben werden. Die Elementkantenléinge ist somit als maximale Prézision der hoch aufgelosten
FE-Berechnung anzusehen.

7.4 Test- und Trainingsdaten fiir das reduzierte Modell in 3D

Fiir die Test- und Trainingsdatenstruktur der Support Vector Regression werden kartesische
Gitter verwendet. Die Punkte werden hierfiir in den Bereichen aus Gleichung dquidistant
verteilt und im Anschluss zu einem kartesischen Gitter kombiniert. Die Erstellung der Test-
und Trainingsdaten erfolgt mittels einer Parameterstudie, fiir die in ABAQUS® eine spezielle
Syntax im Rahmen von Python-Skripten vorgesehen ist. Um sicherzustellen, dass die Test-
und Trainingspunkte nicht zusammenfallen, werden zwei kartesische Gitter mit verschiedenen
Dichten erstellt

X20x20x20 = {Ei}ti=1...20 X {0 }i=1...20 X {8 }i=1...20
X19x19%x19 = {Ei}ti=1..190 X {0 }i=1...10 X {8 }i=1...19
X : kartesisches Produkt . (7.7)
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Abbildung 7.6: Vernetzung des 3D-Modells zum Vier-Punkt-Biegeversuch: 40 Elemente iber der
Balkenhdéhe im Zentrum; Elementtyp: 8-Knoten Kontinuumselement (C3D8); Anzahl der Elemen-
te: 8953

Abbildung 7.7: Vernetzung des 3D-Modells zum Vier-Punkt-Biegeversuch: 80 Elemente iiber der
Balkenhéhe im Zentrum; Elementtyp: 8-Knoten Kontinuumselement (C3D8); Anzahl der Elemen-
te: 11985
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Abbildung 7.8:
schwerpunkte

Elementkantenlénge

Schwerpunktabstand

Knoten

« Integrationspunkte

Elementschwerpunkte

Schematische Darstellung der Elementknoten, Integrationspunkte und Element-
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Abbildung 7.9: Farbplot fiir E};q (PEEQ) nach einer konvergierten FE-Berechnung fiir die Ver-
netzung mit 40 Elementen tber die Héhe: Aufgebrachte Verschiebung tu, = 2mm, Fliefligrenze
oY = 360 MPa, FElastizititsmodul E = 210000 MPa, Querkontraktionszahl v = 0,3 , ideal plasti-
sches Materialverhalten



94 KAPITEL 7. ANWENDUNG IN DER 2D- UND 3D-ELASTO-PLASTIZITAT

%1073

7R a

AN
N

|
i

%55

7
7%

5 10 15 20 25 30 35 40
Element

Abbildung 7.10: Agquivalente Plastische Dehnung agq (PEEQ) fir den Element-Pfad B nach
einer konvergierten FE-Berechnung fiir die Vernetzung mit 40 Elementen tber die Héhe: Aufge-
brachte Verschiebung 4, = 2mm, Fliefigrenze oV = 360 MPa, Elastizititsmodul E = 210000 MPa,
Querkontraktionszahl v = 0,3 , ideal plastisches Materialverhalten

Das Gitter X20x20x20 mit 8000 Datenpunkten wird als Testgitter verwendet, welches es mit-
hilfe der SVR zu approximieren gilt. Das um eine Stufe grobere Gitter X19x19x19 mit 6859
Datenpunkten wird fiir die Trainingsphase der Support Vector Regression verwendet. Bei beiden
Gittern fallen lediglich die 23 = 8 Eckpunkte der Samplingdomain zusammen. In Abbil-
dungmsind die beiden disjunkten Datengitter fiir die Test- und Trainingspunkte dargestellt.
Die Darstellung des zugehorigen nicht plastifizierten, elastischen Querschnitts dEZ(E, oY, u) ist
mittels Farbplot méglich. In Abbildung [7.12] sind die Farbplots fiir das X20x20x20 Testgitter
dargestellt. Auf der linken Seite ist das Ergebnis fiir eine Netzdichte von 40 Elementen iiber
die Balkenhdhe zu sehen. Auf der rechten Seite ist der Farbplot fiir das feinere Netz mit 80
Elementen iiber die Balkenhthe dargestellt. In beiden Farbplots ist gut zu erkennen, dass bei
einer niedrigen Fliegrenze und einem hohen Elastizitdtsmodul der elastische, nicht plastifizier-
te Querschnitt d®' bei hohen Verschiebungsmagnituden sehr gering ist (dunkelblaue Farbung in
der oberen rechten Ecke). Im unteren Bereich ist iiberwiegend der ,,volle* elastische, nicht pla-
stifizierte Querschnitt d®! ~ d vorhanden (gelbe Féarbung im unteren Bereich). Die Ubergéinge
zwischen den Farbbereichen sind nichtlinear und stufenférmig. Fiir einen besser zu interpre-
tierenden Vergleich der Ergebnisse beider Vernetzungsdichten ist es sinnvoll, einzelne Ergeb-
nisflichen gegeniiberzustellen. Dabei wird der nicht plastifizierte, elastische Querschnitt fiir
eine konstante Verschiebung dellﬂ:const_ iiber der Fliegrenze 0¥ und dem Elastizitdtsmodul
E aufgetragen. Die Ergebnisfliche fiir die minimale Verschiebung von @ = 0,4mm ist in Ab-
bildung dargestellt. Hier ist deutlich zu erkennen, dass der elastische, nicht plastifizierte
Querschnitt vorwiegend dem vollen Querschnitt entspricht: d¢! = d. Lediglich im Bereich einer
niedrigen Fliefigrenze und einem hohen Elastizitdtsmodul fingt das Material bei dieser gerin-
gen Verschiebung an zu plastifizieren. Das feinere Netz mit 80 Elementen iiber die Hoéhe ist
hier bereits in der Lage, eine feinere Aufldsung zu erzielen, was an der ,,Zwischenstufe“ bei
de’ = 19,5 mm im rechten Bild zu erkennen ist. Noch deutlicher wird dieser Unterschied
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Abbildung 7.11: Testpunkte X20x20x20 (), Trainingspunkte Xi9x19x19 (®): Isometrische An-
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Abbildung 7.12:
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Abbildung 7.13: Nicht plastifizierter, elastischer Querschnitt del‘ﬂ:0’4mm fiir die minimale Ver-
schiebung: 40 Elemente tiber die Balkenhéhe (links), 80 Elemente tber die Balkenhdhe (rechts)
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Abbildung 7.14: Nicht plastifizierter, elastischer Querschnitt dellﬂ:1’5368 mm fir eine mittlere
Verschiebung: 40 Elemente tiber die Balkenhéhe (links), 80 Elemente tiber die Balkenhéhe (rechts)

zwischen den verschiedenen Vernetzungsdichten in Abbildung fiir eine Verschiebung von
4 = 1,5368 mm. Die entspricht ungefihr dem mittleren Wert des Verschiebungsbereiches (Do-
main) von 0,4mm < @ < 2,8 mm. Mit der feineren Vernetzung ist es moglich, die resultierenden
elastischen Querschnittshéhen d¢! feiner aufzulésen, was aus der Anzahl der ,Stufen® in der
rechten Abbildungmdeutlich wird. Die Stufenhdéhe fiir die grobere Vernetzung betridgt 1 mm
wéhrend mit der feinen Vernetzung 0,5 mm realisiert werden kénnen. Fiir die maximale Ver-
schiebung von @ = 2,8 mm sind die Ergebnisse beider Vernetzungsdichten in Abbildung m
abgebildet. Hier ist ebenfalls wieder deutlich der Zusammenhang zwischen der Anzahl der Ele-
mente iiber die Hohe und der Auflésungsgiite von d¢! erkennbar. Es lisst sich erahnen, dass
bei zunehmender Vernetzungsdichte die Anzahl der Stufen in d® fiir das hoch-aufgeloste FE-
Ergebnis steigt. In der Praxis kann eine sehr feine Auflésung vielfach nicht realisiert werden,
weshalb das reduzierte Modell in der Lage sein muss, auch bei einer groberen ,,Stufenstruktur®
der Trainingsdaten hinreichend genaue Vorhersagen zu treffen.
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Abbildung 7.15: Nicht plastifizierter, elastischer Querschnitt d* |a=2,8 mm fiir die mazimale Ver-
schiebung: 40 Elemente tiber die Balkenhéhe (links), 80 Elemente tber die Balkenhdhe (rechts)

7.5 [Ergebnisse der Support Vector Regression in 3D

Das reduzierte Modell wird beginnend mit einem groben Trainingsgitter mit immer dichter
werdenden Gittern trainiert bzw. erstellt. Dabei wird das Gitter X19x19x19 herangezogen, aus
dem dann ,,dquidistant® Punkte in kartesischer Gitterform zum Trainieren entnommen werden.
Die dquidistanten Absténde in den Parameter-Richtungen der entnommenen Gitter kénnen
nicht in jedem Schleifendurchlauf ,,exakt“ eingehalten werden. Dies liegt an der Entnahme der
Trainingsdatenpunkte aus einer festen Spanne von 19 Punkten des finalen Trainingsgitters in
Abhingigkeit eines Schleifenzdhlers ¢ € N4. Hier hingt es davon ab, ob i grade oder ungerade
ist und sich dementsprechend #dquidistant in der Spanne {1---19} € N aufteilen ldsst. Der
verwendete Extraktions-Algorithmus sorgt aber dafiir dass die Trainingspunkte in jedem Fall
,niherungsweise" dquidistant verteilt sind'| Das grobste Gitter besteht dabei lediglich aus den
23 = 8 Eckpunkten des Samplingbereiches (7.3). Das feinste Gitter zum Trainieren der Support
Vector Regression ist dann das X19x19x19 Gitter selbst. Fiir jedes Trainingsgitter wird eine
Approximation fiir das X2oox20x20 Testgitter durchgefiihrt. Die Fehlermessung erfolgt wie in
Kapitel@zur 1D-Elasto-Plastizitit. Das Ergebnis der Approximation g; = Jfl mittels SVR soll
das Ergebnis der hoch aufgelosten FE-Berechnung y; = dfl moglichst gut abbilden, sodass der
absolute Fehler mit der Maximum-Norm folgendermafien angegeben werden kann

ei = |yi — gil
€maz = max{e] - -en}. (7.8)

Der relative Fehler

Z?:l Yi

g=
n
v — 9l
€6 =
9]
n
€rel = lel : (79)

1Fiir die qualitativen Aussagen in dieser Arbeit spielt es nur eine untergeordnete Rolle, ob die Trainings-
punkte ,streng® dquidistant verteilt sind. Die Anzahl der Trainingspunkte in den Parameter-Richtungen bei
ungefiahr gleichmaBiger Verteilung ist wesentlich entscheidender, was in Kapitle@gezeigt wird
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gibt einen Uberblick, wie gut die Testpunkte insgesamt abgebildet werden. Die Anzahl der
Testpunkte ist wieder mit n gekennzeichnet und betriagt im X20x20x20 Gitter 8000. Der abso-
lute Fehler ist im Gegensatz zum eindimensionalen Fall aus Kapitel @ in diesem Anwen-
dungsfall, fiir den elastischen Querschnitt d®, mit der Einheit [mm] behaftet. Die Parameter
€ (intensive tube width) und C (penalty term) fiir die Support Vector Regression werden ent-
sprechend der Gleichung bzw. Gleichung (6.15) berechnet, da mit diesen Werten in
Kapitel [f] gute Erfahrungen gemacht wurden. Der Verlauf des absoluten Fehlers €mqq fiir die
Vernetzungsdichte mit 40 Elementen iiber die Balkenhthe ist in Abbildung m dargestellt.
Der entsprechende Verlauf des relativen Fehlers ¢,..; ist in Abbildung abgebildet. In den

.

Cmax [111111]

b2

i(lJl o ‘HlOQ o 10% T e

Y:1135
1

Abbildung 7.16: Mazimum Norm €mqq fir die Vernetzung mit 40 Elementen tber die Bal-
kenhdéhe: Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter Cope = igr(Y) /0,001 und e = igr(Y) /200; n
: Anzahl der Trainingspunkte im Gitter; zweifach logarithmische Darstellung

Abbildungen sind zusétzlich markante Ergebnisse mit genauer Angabe der Werte hervorge-
hoben. Aus dem Verlauf des absoluten Fehlermafles in Abbildung wird deutlich, dass
die bestmogliche Approximation mit den n = 6859 Trainingspunkten des vollen X19x19x19
Trainingsgitters nicht unter den Wert von 1,135 mm kommt. Der Wert von 1 mm kann als gro-
ber Richtwert fiir die mogliche Auflésung des FE-Modells mit 40 Elementen iiber die Hohe
angesehen werden. Bei anndherungsweise symmetrischer Plastifizierung, von der Balkenober-
und unterseite ausgehend, ist bei einer Elementlinge von 0,5 mm kein besseres Ergebnis als
2-0,5mm = 1,0mm zu erwarten. Auffillig ist zudem das Oszillieren im hinteren Bereich der
Kurve fiir €qq. Die Oszillation um den Wert von €mar =~ 1,5mm kann auf den genannten
Einfluss der Vernetzungsdichte zuriickgefithrt werden und verhindert hier eine weitere Konver-
genz. Der Verlauf des relativen Fehlers €,.; in Abbildungzeigt einen stabilen Verlauf. Der
Wert von €,.¢; = 0,038 =~ 4% bei n = 6859 Trainingspunkten ist fiir praktische Anwendungen
mehr als ausreichend. Relative Fehler €,.; < 10 % werden schon ab n = 102 Trainingspunkten
erreicht. Der Verlauf des absoluten Fehlers €pqq fiir die Vernetzungsdichte mit 80 Elementen
iiber die Balkenhohe ist in Abbildung dargestellt. Der entsprechende Verlauf des relati-
ven Fehlers €,.; ist in Abbildung [7.19] abgebildet. Bei der Vernetzung mit 80 Elementen iiber
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Abbildung 7.17: Relativer Fehler €,.; fiir die Vernetzung mit 40 Elementen iiber die Balkenhdohe:
Matérn 5/2 Kernel Funktion;Parameter Cope = iqr(Y) /0,001 und € = iqr(Y) /200; n : Anzahl
der Trainingspunkte im Gitter; zweifach logarithmische Darstellung

X:5612
Y: 2397
X: 2197

M Y:1.847
]

Ermnax [111111]

100 L

10 102 103 X: 6859
Y:0.5107
n

Abbildung 7.18: Mazimum Norm €maq fir die Vernetzung mit 80 Elementen tber die Bal-
kenhdohe: Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter Cope = iqr(Y) /0,001 und € = igr(Y) /200; n
: Anzahl der Trainingspunkte tm Gitter; zweifach logarithmische Darstellung
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Abbildung 7.19: Relativer Fehler €,.; fiir die Vernetzung mit 80 Elementen tiber die Balkenhdohe:
Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter Cope = iqr(Y) /0,001 und € = iqr(Y) /200; n : Anzahl
der Trainingspunkte im Gitter; zweifach logarithmische Darstellung

die Balkenhohe kann ein absoluter Fehler von €mae = 0,5107 mm mit n = 6859 Trainings-
punkten erreicht werden. Die absolute Fehler von 0,5mm = 2 - 0,25 mm Kkorreliert auch hier
wieder mit der Elementkantenlinge von [ = 0,25mm. Ab n = 3000 Trainingspunkten ist in
Abbildung m zudem eine Konvergenz von €,z zu beobachten. Dies kann ebenfalls auf die
hohere Vernetzungsdichte mit 80 Elementen iiber die Balkenhdhe zuriickgefiihrt werden. Fiir
die meisten praktischen Anwendungen im Ingenieurwesen ist die Vorhersage des nicht plastifi-
zierten, elastischen Querschnitts d°! mit einer Abweichung von < 1,0 mm bei einer Balkenhhe
von d = 20mm ausreichend. Diese Werte werden schon ab ca. n = 4000 Trainingspunkten in
Abbildung m erreicht. Der relative Fehler in Abbildung nimmt fiir die feine Vernetzung
schon ab n = 300 Trainingspunkten Werte von €,; < 4 % an. Der Fehler bei n = 6859 betrigt
hier sogar 0,0215 ~ 2%, was fiir praktische Anwendungen in den meisten Fillen ausreichend
ist.

7.6 Modellaufbau in 2D (Ebener Spannungszustand)

Die Belastung des Vier-Punkt-Biegeversuchs aus Kapitel erfolgt ausschliefflich in der xz-
Ebene. Die Ausdehnung des Balkens in die z-Richtung ist zudem nicht durch Randbedingun-
gen unterbunden oder beeintrichtigt. Somit ist es mit ausreichender Genauigkeit moglich, den
Vier- Punkt- Biegeversuch als ebenen Spannungszustand in einem zweidimensionalen Modell
abzubilden. Hierfiir wird im Rahmen dieser Arbeit ein ABAQUS® Modell in der xy-Ebene
erstellt. Die Breite von 10 mm wird fiir die Berechnung lediglich als Parameter iibergeben. Das
2D-Modell des Vier-Punkt-Biegebalkens ist in Abbildung [7.20] dargestellt, wobei aufgrund der
Symmetriebedingungen in 2D nur ein halber Balken modelliert werden muss. Die Verschiebung
des halben Balkens in x-Richtung wird an der zentralen Symmetriekante unterbunden. Die y-
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Abbildung 7.20: Modellierung des Vier-Punkt-Biegeversuches als ebener Spannungszusatnd (2D-
Modell) in der zy-Ebene unter Ausnutzung der Symmetriebedingungen: Halber Balken

Richtung ist hier frei verschieblich, sodass eine Durchbiegung in y-Richtung gew&hrleistet wird.
An der Balkenunterseite wird die Verschiebung in y-Richtung am Auflager unterbunden, die
Verschiebung in x-Richtung ist hier frei, um Zwingungen zu vermeiden. An der Balkenoberseite
wird die Verschiebungssteuerung mit @, < O realisiert. Auch hier ist wieder die Verschiebung
in x-Richtung frei. Die Vernetzung erfolgt mit bilinearen 4-Knoten Elementen. In ABAQUS®
gibt es fiir den ebenen Spannungszustand speziell das Element CPS4 (Continuum Plane Stress
4 Nodes). Die Vernetzung des Modells ist in Abbildung dargestellt. An der Symmetrie-

Abbildung 7.21: Vernetzung des 2D-Modells zum Vier-Punkt-Biegeversuch mit 4-Knoten Ele-
menten fiir den ebenen Spannungszustand (CPS4); Anzahl der Elemente: 3416

kante ist die Vernetzung feiner ausgefiihrt, da hier die dquivalenten plastischen Dehnungen
abgegriffen werden. Uber die Balkenhdhe sind in diesem Bereich 100 Elemente angeordnet, so-
dass eine Elementkantenldnge von [ = 0,2mm vorliegt. Die dquivalente plastische Dehnung
efy wird an den 100 Elementen abgegriffen, bei denen eine Elementkante mit der zentralen
y-Achse bzw. der Symmetriekante zusammenfillt (siehe Abbildung Element-Pfad). Dabei
wird 2, immer im Schwerpunkt des Elementes ermittelt. In Abbildung ist der Ergebnis-
Farbplot fiir qu (PEEQ) einer konvergierten Berechnung dargestellt. Die Verschiebung betrigt
hierbei 4, = —2mm. Das Ergebnis des 2D-Modells in Abbildung stimmt weitestgehend
mit dem Ergebnis fiir das 3D-Modell aus Abbildung @ iiberein und betrigt in Balkenmitte
jeweils sgq ~ 7,5-1073. Im 2D-Modell erfihrt der Bereich um den Lasteinleitungspunkt aller-
dings deutlich mehr plastische Dehnung von €%, ~ 1,3 - 10~2. Die Verschiebung wird in diesem
Bereich lediglich auf einen Knoten aufgebracht, wohingegen im 3D-Modell die Verschiebung
auf einer Knotenreihe erfolgt. Der Einfluss auf den Bereich von Interesse ist hier allerdings ver-
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Abbildung 7.22: Farbplot fir ¥ (PEEQ) nach einer konvergierten FE-Berechnung fir die
Vernetzung des 2D-Modells mit 100 Elementen iiber die Balkenhohe: Aufgebrachte Verschiebung
4, = —2mm, Fliefigrenze oY = 360 MPa, Elastizititsmodul E = 210000 MPa, Querkontraktions-
zahl v = 0, 3, ideal plastisches Materialverhalten

nachlissigbar (Prinzip von de Saint Venant). In Abbildung ist die dquivalente plastische
Dehnung agq fiir den Element-Pfad in der Mitte des Balkens dargestellt. Der Vergleich mit dem
Element-Pfad aus dem 3D-Modell mit 40 Elementen iiber die Balkenhohe, Abbildung
verdeutlicht noch mal sehr schén den Einfluss der Vernetzungsdichte auf die Prézision der
hoch aufgelosten FE-Berechnung. In beiden Abbildungen sind die Materialwerte und die auf-
gebrachte Verschiebungsmagnitude gleich. Mit den 100 Elementen iiber die Balkenhdhe kann
im Vergleich zu den 40 bzw. 80 Elementen iiber die Balkenhohe des 3D-Modells die Prazision
der hoch aufgelosten FE-Berechnung nochmals gesteigert werden.

7.7 Test- und Trainingsdaten fiir das reduzierte Modell in 2D

Die Support Vector Regression wird fiir das 2D-Modell mit kartesischen Gittern trainiert.
Es werden zwei Studien mit verschiedenen, zu approximierenden Testdatenstrukturen durch-
gefiihrt.

Die erste Studie entspricht im Hinblick auf die Test- und Trainingsdatenstruktur der Studie, die
auch fiir das 3D-Modell vorgestellt wurde. Hierfiir werden in jedem Approximations-Durchlauf
dquidistante Gitter aus einem X19x19x19 Trainingsgitter mit n = 6859 Punkten extrahiert. Be-
ginnend mit einem diinnen X2x2x2 Gitter der Domain-Eckpunkte wird das reduzierte Modell
dann jeweils trainiert und im Anschluss fiir die Approximation der Testpunkte angewendet. Das
finale Trainingsgitter ist dann das X19x19x19 Gitter selbst. Die zu approximierenden n = 8000
Testpunkte entstammen dabei wieder aus einem dichten X20x20x20 Testgitter. Mit dieser Stu-
die ist ein direkter Vergleich mit den Studien zum 3D-Modell méglich, womit der Einfluss der
feineren Vernetzung, mit 100 Elementen iiber die Balkenhdhe, bewertet werden kann.

In einer zweiten Studie wird die Struktur der Testdaten gedndert. Die Testdaten sind dabei nicht
mehr in einem kartesischen Gitter angeordnet, sondern zufillig verteilt. Die Trainingsphase des
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Abbildung 7.23: Aquivalente plastische Dehnung e?, (PEEQ) fiir den Element-Pfad B nach einer
konvergierten FE-Berechnung fiir die Vernetzung des 2D-Modells mit 100 Elementen tiber die Bal-
kenhdohe: Aufgebrachte Verschiebung @, = —2mm, Fliefigrenze oY = 360 MPa, Elastizitdtsmodul
E = 210000 MPa, Querkontraktionszahl v = 0,3, ideal plastisches Materialverhalten

reduzierten Modells erfolgt aber auch hier wieder mit einem kartesischen Gitter. Allerdings
werden die Trainingspunkte jetzt in jedem Durchlauf aus dem dichten X20x20x20 Gitter mit
den n = 8000 Datenpunkten entnommen. Das X209x20x20 Gitter ist in der Abbﬂdungoben
links dargestellt. Die Verschiebung @ hat aufgrund der Orientierung der y-Achse im 2D-Modell
ein negatives Vorzeichen, die Werte entsprechen aber betragsméifBig den Verschiebungen des
3D-Modells, sodass ein direkter Vergleich méglich ist. In der Abbildung [7:24] sind zusétzlich
einzelne Antwortflachen fiir d¢! |a=const. dargestellt. Oben rechts ist die Antwortfliche fiir eine
Verschiebung von @ = —0,4 mm zu sehen. Durch die feine Vernetzung mit 100 Elementen iiber
die Balkenhohe befinden sich mehr Punkte auf der ,, Zwischenebene® bei d¢ = 19,6 mm als im
3D-Modell mit 80 Elementen iiber die Balkenhthe (vgl. mit Abbildung rechte Seite). In der
linken unteren Abbildung@ist die Antwortfléche fiir eine Verschiebung von @ = —1,5368 mm
dargestellt. Auch hier ist wieder deutlich zu erkennen, dass mit den 100 Elementen iiber der
Balkenhdhe im 2D-Modell eine genauere FE-Losung fiir d erzielt werden kann als mit den
80 Elementen im 3D-Modell, was aus der gréfileren Anzahl an ,,Stufen“ hervorgeht (vgl. mit
Abbildung rechte Seite). Unten rechts in der Abbildung ist die Antwortflache fiir
die maximale Verschiebung von & = —2,8 mm dargestellt. Auch hier ist im Vergleich zu der
Vernetzung mit 80 Elementen iiber der Balkenhshe im 3D-Modell die Auflésung fiir d®! feiner
(vgl. mit Abbildung rechte Seite). Die Genauigkeit der FE-Berechnung fiir de! mit der
Elementkantenlénge le = 0,2mm (100 Elemente) im 2D-Modell hat somit leicht im Vergleich
zur Elementkantenldnge [ = 0,25 mm (80 Elemente) im 3D-Modell zugenommen.

Wie eingangs schon erwahnt, soll fiir die Testdatenstruktur in der zweiten Studie kein karte-
sisches Gitter mehr verwendet werden. Vielmehr soll fiir die Vergleiche mit den Ergebnissen
zu den kartesischen Testdatenstrukturen nun eine zufillige Verteilung der Testdaten verwen-
det werden. Abweichend von einer ,reinen® zufilligen Verteilung der Testpunkte wird die in
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Abbildung 7.24: Trainingsdaten X20x20x20 mit n = 8000 Punkten (oben links); nicht plastifizier-
ter, elastischer Querschnitt d° |a=—0,4 mm fiir die minimale Verschiebung (oben rechts); nicht pla-
stifizierter, elastischer Querschnitt d®'|u—_1 5368 mm fiir die mittlere Verschiebung (unten links);

nicht plastifizierter, elastischer Querschnitt dez‘ﬂ:7218mn] fiir die mazimale Verschiebung (unten
rechts); Anzahl der Elemente tiber die Balkenhdhe: 100

Kapitelvorgestellte Lateinische HyperwﬁrfeEl Verteilung (engl. Latin Hypercube Sampling,
LHS) verwendet. Die Anzahl der Testpunkte und die maximale Anzahl Trainingspunkte sind
in dieser zweiten Studie gleich (n = 8000). In der Abbildung ist der nicht plastifizierte,
elastische Querschnitt d®! als Ergebnis-Farbplot iiber der Latin Hypercube Verteilung aufgetra-
gen. Der raumfiillende Charakter dieses Sampling Verfahrens, ohne ,,Nesterbildung*, wie es bei
»rein“ zufallsbasierten Sampling Verfahren auftreten kann, wird dabei sehr gut deutlich. Gut
zu erkennen ist hierbei, dass bei einer geringen Verschiebung von @ =~ —0,5 mm weitestgehend
rein elastisches Verhalten vorliegt: d® =~ d ~ 20mm (gelber unterer Bereich). Die kleinsten
nicht plastifizierten, elastischen Querschnitte d¢! liegen wieder bei einer geringen FlieSgrenze
oY, einem hohen Elastizitdtsmodul E und einer groflen Verschiebung @ vor (obere rechte Ecke
mit dunkelblauer Farbung).

2Der Autor dankt Fynn Bensel fiir die Bereitstellung des Codes zum Erstellen der Test- und Trainingsdaten
dieser zweiten Studie.
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Abbildung 7.25: Testdaten mit n = 8000 Punkten in einer Latin Hylpercube Verteilung mit
Ergebnis-Farbplot fiir den nicht plastifizierten, elastischen Querschnitt d°

7.8 Ergebnisse der Support Vector Regression in 2D

Fiir die Bewertung der Approximationsgiite werden wieder die FehlermaBle €yq. aus Glei-
chung und €, aus Gleichung herangezogen. Hierdurch ist ein direkter Vergleich
mit den Ergebnissen des 3D-Modells aus Kapitel moglich. Die Parameter € (intensive tube
width) und C (penalty term) fiir die Erstellung des reduzierten Modells werden auch im 2D-Fall
wieder entsprechend der Gleichung bzw. Gleichung gewdhlt.

Der Verlauf der Maximum-Norm €pmq, fiir die Studie mit dem kartesischen Trainingsgitter
X19x19x19 und dem Xgpx20x20 Testgitter ist in Abbildung dargestellt. Zuséatzlich sind
die drei Wertepaare (n, €mqz) des Kurvenverlaufes hervorgehoben, die auch schon fiir den Ver-
lauf des 3D-Modells mit 80 Elementen iiber die Balkenhdhe hervorgehoben sind (vgl. Abbil-
dung Kapitel. Wie zu erwarten war, stellt sich auch bei der Anzahl von 100 Elementen
iiber der Balkenhohe im 2D-Modell ein dhnliches Ergebnis wie fiir das 3D-Modell mit 80 Ele-
menten iiber die Balkenhohe ein. Im hinteren Bereich ist wieder eine Konvergenz zu beobachten,
wobei das finale Ergebnis von €02z = 0,4396 mm bei n = 6859 Trainingspunkten noch mal eine
Steigerung zu dem 3D-Modell mit 80 Elementen iiber die Balkenhthe darstellt. In der Ab-
bildung [7:27] ist der zugehdorige relative Fehler fiir die Studie mit den kartesischen Test- und
Trainingsgittern dargestellt. Als Vergleich dient auch hier wieder das Ergebnis des 3D-Modells
mit den 80 Elementen iiber die Balkenhshe (vgl. Abbildung[7.19] Kapitel [7.5). Der finale Feh-
ler bei n = 6859 Trainingspunkten von €,; = 0,01703 = 1,7% stellt auch hier noch mal eine
Steigerung im Vergleich zu dem Ergebnis fiir das 3D-Modell (=~ 2 %) dar.

In der zweiten Studie wird die Approximation fiir die Testpunkte in der Latin Hypercube Vertei-
lung durchgefiihrt. Der Verlauf der Maximum-Norm €qz fiir die Latin Hypercube Approxima-
tion ist in Abbildungdargestellt. Zusétzlich sind drei Wertepaare (n, €maqs) des Kurvenver-
laufes hervorgehoben. Trotz der feinen Vernetzung mit 100 Elementen iiber die Balkenhhe geht
der Wert fiir €42 nicht unter 1 mm. Ab ca. n = 5000 Trainingspunkten lduft die Fehlerkurve in
eine Sattigung ein und bleibt bei Werten von ca. €mae &~ 1,0 mm stehen. In der Abbildung
ist der Verlauf des zugehorigen relativen Fehlers e€,.¢; fiir die Latin Hypercube Approximation
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Abbildung 7.26: Mazimum Norm €ma. fiir die Vernetzung mit 100 Elementen tiber der Bal-
kenhéhe im 2D-Modell und das kartesische Testgitter Xaox20x20 : Matérn 5/2 Kernel Funktion;
Parameter Cope = iqr(Y) /0,001 und € = iqr(Y) /200; n : Anzahl der Trainingspunkte tm Gitter;
Zuweifach logarithmische Darstellung
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Abbildung 7.27: Relativer Fehler €,.; fiir die Vernetzung mit 100 Elementen iiber der Balkenhdhe
im 2D-Modell und das kartesische Testgitter X20x20x20 : Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter
Copt = 1qr(Y) /0,001 und € = iqr(Y) /200; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter; zweifach
logarithmische Darstellung
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Abbildung 7.28: Mazimum Norm €mqar fir die Vernetzung mit 100 Elementen iber der Bal-
kenhohe im 2D-Modell und die Latin Hypercube Verteilung der Testpunkte : Matérn 5/2 Kernel
Funktion; Parameter Copt = iqr(Y) /0,001 und € = iqr(Y) /200; n : Anzahl der Trainingspunkte
im Gitter; zweifach logarithmische Darstellung

dargestellt. Der minimale Wert von €,..; = 2% ist am Ende der Kurve bei 8000 Trainingspunk-
ten hervorgehoben. Der Verlauf des relativen Fehlers entspricht weitestgehend dem Verlauf fiir
das kartesische Testgitter aus Abbildung Qualitativ hat sich die Approximationsgiite €,.¢;
fir die Testdaten in der Latin Hypercube Verteilung im Gegensatz zur Approximation eines
kartesischen Testgitters also nicht wesentlich verschlechtert.

Wesentlich fiir die praktische Anwendung ist aber die Sicherstellung von €mae < €Lk fiir
beliebig gewihlte Testpunkte, wobei €10 fiir einen Toleranzwert steht. Aus dem Verlauf des
absoluten Fehlers €4, in Abbildungkann auf einen Einfluss der Testdatenstruktur auf die
Approximationsgiite geschlossen werden. Durch die Erhohung der Elementanzahl von 80 auf
100 und somit eine feinere Auflosung der Quantity of Interest d®* in den Trainingsdaten wire
auch hier eine Verbesserung im Vergleich zum Verlauf fiir das 3D-Modell aus Abbildung @
zu erwarten gewesen. Die Kurve stagniert allerdings bei €02 & 1 mm. Aus der Abbildung@
wird allerdings auch deutlich, dass trotz der zufilligen Verteilung der n = 8000 Testpunkte mit
kartesischen Trainingsgittern von n > 700 Punkten schon Fehler von €mqz < 2mm moglich
sind. Fiir die praktische Anwendung ist die Vorhersage von d¢! mit einer Abweichung von %0
bei einer Gesamtbalkenhdhe von d = 20 mm vielfach ausreichend. Fiir beliebige Testpunkten

ist somit in jedem Fall €z < e?,ﬂac = 2mm bei n > 700 moglich.

7.9 Sensitivitdt in den Parameterrichtungen

Die kartesischen Trainings-Gitter der vorgestellten Studien haben in den Parameter-Richtungen
oY, E und @ dquidistante Abstidnde. Solche Gitterstrukturen werden als isotrop bezeichnet. Aus
den Ergebnis-Farbplots sowie den einzelnen Ergebnisfliichen fiir d¢!, die in den Kapiteln
und @ abgebildet sind, ldsst sich jedoch ein unterschiedliches Antwortverhalten der hoch auf-
gelosten Berechnung in den drei Parameter-Richtungen erkennen. Dies legt die Vermutung
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Abbildung 7.29: Relativer Fehler €, fiir die Vernetzung mit 100 Elementen iber der Balkenhdhe
im 2D-Modell und die Latin Hypercube Verteilung der Testpunkte : Matérn 5/2 Kernel Funktion;
Parameter Cope = iqr(Y) /0,001 und € = iqr(Y) /200; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter;
zweifach logarithmische Darstellung

nahe, dass auch das reduzierte Modell unterschiedlich sensibel in den Parametern ¢¥, E und
u reagiert. Im Folgenden soll daher eine Studie mit anisotropen Trainingsgittern durchgefiihrt
werden. Hierunter sind kartesische Gitter zu verstehen, bei denen die Parameter-Richtungen
oY, E und @ mit einer unterschiedlichen Anzahl an Trainingspunkten versehen sind.

Bei Betrachtung der Antwortflichen im X20x20x20 Gitter in Abbildung[7.24]ist ein annéhernd
linearer, wenn auch stufenartiger Verlauf in den Parametern o¥ und E zu erkennen. Fiir d® (@)
kann ein nichtlineares Verhalten entnommen werden, da die ,,Stufenanzahl“ bei minimaler und
maximaler Verschiebung @ geringer ist als bei der mittleren Verschiebung. Diese beiden Unter-
scheidungen in den Parameter-Richtungen kénnen wie folgt festgehalten werden,

d® (@ = const. , sig¥, E) ~ linear,
d® (@) ~ nichtlinear . (7.10)

Fiir die durchgefiihrte Sensitivitdtsanalyse werden nacheinander immer dichtere Trainingsgitter
aus dem X19x19x19 extrahiert. Der Unterschied zu den bisher vorgestellten Studien ist der, dass
jetzt in jedem Trainingsdurchlauf ein anisotropes Gitter aus dem vollen Gitter extrahiert wird.
Die Approximation wird dann in jedem Durchlauf fiir das X20x20x20 Testgitter durchgefiihrt,
sodass ein direkter Vergleich mit den Ergebnissen der Studie aus Kapitel speziell den
Kurven aus den Abbildungen [7.26] und [7.:27] gegeben ist, bei der in jedem Schleifendurchlauf
ein isotropes Gitter verwendet wird. Entsprechend der Zusammenstellung aus Gleichung
wird der Faktor 2 fiir das Anzahl-Verhiltnis der Samplingpunkte in der Parameter-Richtung
% zu den Parameter-Richtungen o¥, E getestet. Ein anisotropes Trainingsgitter kann somit in
dieser Studie wie folgt dargestellt werden

Xonxnxn = {0}i=1...2n X {Ug}izlmn X {Ei}ti=1..n
X : kartesisches Produkt . (7.11)



7.9. SENSITIVITAT IN DEN PARAMETERRICHTUNGEN 109

Durch den Faktor 2 wird die Anzahl der Trainingspunkte in der a—Richtung somit ,,schneller*
erhoht, da hier die Sensitivitdt des reduzierten Modells vermutet wird. Der Vergleich der Ergeb-
nisse findet mit den Ergebnissen aus Kapitel@statt. In Abbildungmist der absolute Fehler
€maz fir die isotropen und anisotropen Trainingsgitter dargestellt. Der Verlauf der zugehorigen
relativen Fehler €, fiir beide Gittertypen ist in Abbildung[7.31] abgebildet. Zusétzlich sind in

—e— Anisotropes kartesisches Gitter|
—o&—I[sotropes kartesisches Gitter
g
=
&
10[) L i
X:1900
Y:0.4261 4
L H R R | H HE R S | - S |
10" 10° 10° X: 6859
Y:0.4396

n

Abbildung 7.30: Mazimum Norm €mas. fir die Vernetzung mit 100 Elementen tber der Bal-
kenhdohe im 2D-Modell und das kartesische Testgitter Xaox20x20; Vergleich der isotropen und
anisotropen kartesischen Trainingsgitter : Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter Copr =
igr(Y) /0,001 und € = igr(Y) /200; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter; zweifach loga-
rithmische Darstellung

den beiden Abbildungen die Fehlerwerte fiir die finale Anzahl an Trainingspunkten des isotropen
und des anisotropen Trainingsgitters hervorgehoben. Fiir das finale isotrope Gitter mit n = 6859
Trainingspunkten und das finale anisotrope Gitter mit n = 1900 Trainingspunkten stimmen
die Trainingspunkte fiir die Verschiebungsmagnitude %; mit ¢ = 1---19 {iberein. Die Gitter
unterscheiden sich jedoch entsprechend der Gleichung in den Parameter-Richtungen o¥
und E. Die Draufsichten der ¥ —E—Ebenen fiir das anisotrope und isotrope Gitter der finalen
Trainingspunkteverteilungen sind in Abbildung @ dargestellt. Aus der Abbildung @ wird
deutlich, dass in den Parameter-Richtungen o¥ und E deutlich weniger Punkte notwendig sind,
um gute Ergebnisse in der Approximation zu erzielen. Das beste Ergebnis €02 = 0,43 mm fiir
das isotrope Gitter wird mit dem anisotropen Gitter schon bei 299 i der Anzahl an Trai-
ningspunkten des isotropen Gitters erreicht. Das Gleiche gilt fiir den ,,besten® relativen Fehler
€rel = 1,7% in Abbildung der auch hier mit ungefihr L der Trainingspunkte des isotropen
Gitters erreicht wird. Die Kurven fiir €42 in Abbildung m verlaufen im hinteren, konver-
genten Bereich parallel, wenn auch mit groem Abstand. Das zeigt noch einmal deutlich, dass
die Auflésung in der Parameter-Richtung @ maflgeblich fiir eine gute Approximation ist.
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Abbildung 7.31: Relativer Fehler €,.; fiir die Vernetzung mit 100 Elementen tber der Balkenhohe
im 2D-Modell und das kartesische Testgitter Xo0x20x20; Vergleich der isotropen und anisotropen
kartesischen Trainingsgitter : Matérn 5/2 Kernel Funktion; Parameter Copy = iqr(Y) /0,001 und
e =1qr(Y) /200; n : Anzahl der Trainingspunkte im Gitter; zweifach logarithmische Darstellung

7.10 Fazit aus den Untersuchungen und Rechenzeitersparnis

Das vorgestellte Kapitel hat die Leistungsfahigkeit der Support Vector Regression fiir elasto-
plastische 3D- und 2D-Modelle aufgezeigt, die mittels der Finiten Elemente Methode berech-
net werden. Fiir die Erstellung eines Ersatzmodells mittels SVR ist zuerst die Definition der
Quantity of Interest, also der ,,Ausgabegrofie von Interesse” notig. Im Rahmen dieser Arbeit
wird der elastische, nicht plastifizierte Querschnitt d¢ eines Vier-Punkt-Biegebalkens mit der
Balkenhohe d als relevante Grofle gewahlt. Die Eingabegroflen sind die FlieSgrenze o¥, der
Elastizitdtsmodul F und die Verschiebungsmagnitude u der Balkenbelastung. Eine wesentliche
Erweiterung im Hinblick auf das 1D-Modell Kapitel [f] ist die Datenstruktur. Im 1D-Fall liegt
eine glattes Antwortverhalten vor, dass C-Stetig in einen konstanten ,0“-Bereich iibergeht.
In dem vorgestellten 3D-Modell ist das Antwortverhalten der Gréfie d' zudem ,,Stufenhaft®,
was der gewidhlten FE-Auflésung bzw. Elementgrofie geschuldet ist. Ein solches Verhalten ist
im Rahmen der Modellreduktion schwer zu approximieren. Aber die Support Vector Regression
hat hier ihre Stérken gezeigt und konnte ausreichend genaue Approximation liefern.

Bei dem in dieser Arbeit gewédhlten Beispiel kommt die Netzabhéngigkeit deutlich zum tragen.
Eine feine Vernetzung bei der hier gewihlten Quantity of Interest d¢! trigt maBgeblich zur
Giite der Approximation bei. Die Elementgréfie muss vorab sinnvoll gewihlt werden, was in
Kapitel anhand der unterschiedlichen Approximationsergebnisse fiir Elementkantenldngen
von le = 0,5mm und l. = 0,25 mm gezeigt wurde. Der Anwender hat somit vorab zu priifen,
wie sensibel seine Quantity of Interest auf die Netzfeinheit bei der Modellreduktion reagiert.
Die Struktur der Testdaten hat einen weiteren wesentlichen Einfluss auf des Ergebnis der Ap-
proximation, was im Rahmen der Untersuchungen zum 2D-Modell deutlich wird. Aber auch
hier konnte gezeigt werden, dass die Support Vector Regression, trainiert mit ,relativ® wenig
Punkten in kartesischen Gittern, in der Lage ist, beliebig verteilte Testpunkte mit einer Ge-
nauigkeit von mindestens % Abweichung in Bezug auf die Referenzgrofe (hier die Balkenhshe
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Abbildung 7.32: Finales, aniotropes Xi19x10x10 Trainingsgitter mit n = 1900 Trainingspunkten
(links oben); Draufsicht des finalen, anisotropen Trainingsgitters in der oY — E— Ebene (links un-
ten); Finales, iotropes X19x19x19 Trainingsgitter mit n = 6859 Trainingspunkten (rechts oben);
Draufsicht des finalen, isotropen Trainingsgitters in der oY — E— Ebene (rechts unten)

d) vorherzusagen.

Die Untersuchung der Sensitivitidt in den drei Parameterrichtungen o¥%, E and @ hat ergeben,
dass eine unterschiedliche Anzahl der Trainingspunkte in den drei Richtungen einen erheblichen
Einfluss auf das Approximationergebnis des reduzierten Modells hat. Besonders sensibel ist in
dieser Anwendung die Richtung der Verschiebungsmagnitude @, da hier der nichtlineare Teil
des hoch aufgelosten Modells liegt. Mehr Trainingspunkte in dieser Richtung, bei gleichzeitig
,dinner“ Belegung der Richtungen ¢¥ und E haben zu einer schnelleren Konvergenz im Ge-
gensatz zu isotropen kartesischen Gittern gefiihrt.

Das wesentliche Entscheidungskriterium ,fiir“ oder ,,gegen“ ein Modellreduktionsverfahren ist
die effektive (Rechen-) Zeitersparnis. Der gréfite Anteil des Berechnungsaufwands fiir eine Mo-
dellreduktion liegt in der Trainingsphase. Als Beispiel sind in Tabelle@die Berechnungszeiten
fiir das vorgestellte 2D-Modell und das anisotrope Trainingsgitter mit n = 1900 Trainingspunk-
ten aufgefiithrt. Mithilfe der Modellreduktion kénnen in der Online Phase die Berechnungen in
einem Bruchteil der Zeit im Vergleich zur Auswertung des hoch aufgelosten Modells ausgewer-
tet werden. Fiir die Werte aus Tabelle kann eine 0,2125 = 11 mal schnellere Berechnung in
der Online Phase erzielt werden. Fiir ,fein* aufgelésten Parameterstudien oder bei Optimie-
rungsaufgaben fiir Strukturen im Ingenieurwesen ist somit eine Modellreduktion sinnvoll. Hinzu
kommt auch noch die Frage, wie genau die Approximation sein muss. Bei einer geringeren Ap-
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Berechnungsschritte Berechnungszeit
Eine hoch aufgelosten Berechnung 2s

n = 1900 hoch aufgeloste Berechnungen 3800s~ 1h
SVR Modellerstellung mit n = 1900 Trainingspunkten 60,7s
Auswertung des reduzierten Modells fiir einen Testpunkt 0,18s

Tabelle 7.1: Rechenzeiten der einzelnen Abschnitte einer Modellreduktion fiir das 2D-Modell
und ein anisotropes Trainingsgitter mit n = 1900 Punkten und einem absoluten Fehler €mar =~
0,43 mm.

proximationsgenauigkeit geniigt in den meisten Féillen schon eine Trainingsphase mit deutlich
weniger Trainingspunkten, sodass hier weitere Einsparungen moglich sind. Ein weiterer Faktor
ist die Komplexitit des hoch aufgelosten Modells. Fiir das herangezogen Beispiel aus Tabel-
le ist die Berechnungszeit mit 2s fiir die hoch aufgeloste Berechnung selbst sehr gering.
Der Faktor fiir die Rechenzeitersparnis wird deutlich gréfier wenn aufwéndigere Strukturen oder
Materialmodelle herangezogen werden.



8 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Dissertation wird die Support Vector Regression auf den Bereich der Elasto-
Plastizitit angewendet. Ziel ist es, ein global reduziertes Modell fiir eine Groe (Quantity of
Interest) zu erstellen, die aus einer nichtlinearen Finite Elemente Berechnung hervorgeht.
Nach einer Einleitung in Kapitel m welche die Notwendigkeit der Modellreduktion aufzeigt,
wird in Kapitel [2| ein Uberblick iiber gingige Modellreduktionsverfahren gegeben. Hierbei ste-
hen sowohl die Vielfalt der mechanischen Anwendungen als auch unterschiedliche Techniken
der Modellreduktion im Vordergrund.

Der fiir die Anwendung im Bereich der Elasto-Plastizitit notwendige kontinuumsmechanische
Rahmen wird in Kapitel @ bereitgestellt. Nach der Herleitung der kinematischen Beziehungen
und einem hieraus abgeleiteten Verzerrungsmafl fiir kleine Deformationen wird das Konzept
der mechanischen Spannungen vorgestellt. Daran anschlieend werden die notwendigen Bilanz-
gleichungen fiir die Lésung des mechanischen Feldproblems hergeleitet. Das Kapitel schlief3t
mit den Materialgleichungen ab, die eine Beziehung zwischen den Spannungen und Dehnungen
herstellen. Hierbei liegt der Fokus auf dem elasto-plastischen Materialverhalten, insbesondere
der von Mises Plastizitét.

In Kapitel E| wird die Finite Elemente Methode vorgestellt, die fiir die numerische Lésung
des Feldproblems der Mechanik herangezogen wird. Ausgehend von der schwachen Formulie-
rung der zugrunde liegenden Gleichungen wird der Finite Elemente Ansatz eingefiihrt. Daran
anschliefend wird das isoparametrische Konzept und die numerische Integration vorgestellt,
welche wesentlich zur Effizienz der FEM beitragen. Mit den Losungsverfahren der Finiten Ele-
mente Gleichungssysteme schlieft das Kapitel ab. Der Fokus liegt hierbei auf den iterativen
Losungsverfahren fiir die sowohl die Last- als auch die Verschiebungssteuerung vorgestellt wird.
Der mathematische Hintergrund fiir die Modellreduktion mittels der Support Vector Regressi-
on wird in Kapitel [5] bereitgestellt. Ausgehend von der klassischen, linearen Regression wer-
den stiickweise die erweiterten Konzepte eingefiihrt. Die erste wesentliche Erweiterung besteht
in der Einfiihrung von Kernel Funktionen, die aus einer Transformation der Trainingsdaten
in einen Merkmal-Raum hervorgehen. Die inneren Produkte im Merkmal-Raum werden durch
passende Kernel Funktionen ersetzt, wodurch auch nichtlinear zusammenhéngende Datenstruk-
turen mit den Techniken der linearen Lésungsalgorithmen einer Regression unterzogen werden
konnen. Fir die Support Vector Regression wird eine e—intensive Verlustfunktion eingefiihrt,
fiir dessen Losung ein entsprechendes Minimierungsproblem formuliert werden kann. Mit der
weiteren Einfithrung der sogenannten Slack Variablen und dem Begrenzungsparameter C kann
die Flexibilitat der Regression deutlich erhéht werden. Die Slack Variablen und die Parameter
e und C werden in den Nebenbedingungen und den sogenannten Karush-Kuhn-Tucker Kom-
plementaritdtsbedingungen fiir das Minimierungsproblem beriicksichtigt. Im Weiteren wird die
Standardisierung der Eingabedaten vorgestellt, die auch in den spéiteren Anwendung eingesetzt
wird. Da im Rahmen dieser Arbeit nicht glatte Antwortspektren auftreten, widmet sich ein
Unterkapitel diesem Phanomen. Das Kapitel schlieft mit den Sampling Methoden fiir die Mo-
dellreduktion ab. In erster Linie werden die beiden One-Shot Sampling Methoden, kartesische
Gitter und Latin Hypercube Sampling, vorgestellt, die auch im Rahmen dieser Arbeit verwendet
werden.

In Kapitel |§| werden die Untersuchungen zur rein phénomenologischen 1D-Elasto-Plastizitéat
vorgestellt. Zuerst wird das Modell und dessen Antwortverhalten vorgestellt, bei dem eine Un-
stetigkeit von einem nichtlinearen in einen konstant verlaufenden Bereich vorliegt. Hier wird
eine Schwierigkeit deutlich, da solche Verldufe global nicht hinreichend mit einfachen Poly-
nomansitzen abgebildet werden kénnen. In den vorgestellten Studien wird zuerst nach einer
geeigneten Kernel Funktion gesucht. Dabei zeigt die Gauf$’sche Kernel Funktion ein gutes Ap-
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proximationsverhalten im Vergleich mit der linearen Kernel Funktion und der Polynom Kernel
Funktion auf. Fiir die Support Vector Regression sind der Parameter € fiir die e—intensive
Verlustfunktion und der Parameter C fiir die ,Boxberandung® (engl. Boz Constraint) von
entscheidender Bedeutung. Diese miissen vorab problemspezifisch ausgewihlt werden. In den
vorgestellten Studien werden verschiedene Werte getestet und schliellich ein optimaler Para-
metersatz (sopt,Copt) ermittelt. In einer weiteren Konvergenzstudie wird deutlich, dass die
Gaufl’sche Kernel Funktion ab einer grofleren Anzahl an Trainingspunkten einen divergieren-
den und oszillierenden Verlauf in den Fehlerkurven aufweist. Eine deutliche Verbesserung kann
hier mit der Matérn 5/2 Kernel Funktion erzielt werden. Dort, wo die Gauf8’sche Kernel Funk-
tion einen divergierenden und oszillierenden Verlauf aufweist, verldauft die Fehlerkurve fiir die
Matérn 5/2 Kernel Funktion weiter konvergent. In einer weiteren Studie wird das Phdnomen
der Uberanpassung (engl. Overfitting) untersucht, da auch die Matérn 5/2 Kernel Funktion ab
einer sehr hohen Anzahl an Trainingspunkten im Verlauf der Fehlerkurven anfingt zu oszillie-
ren und zu divergieren. In dieser Studie werden die optimalen Parameter (¢op¢, Copt) nochmal
bestétigt, da weder eine weitere manuelle Anpassung, als auch eine automatische Anpassung
des Parameters C' das Oszillieren und Divergieren unterbinden kénnen. Abschliefend werden
im Rahmen der 1D Elasto-Plastizitit verschiedene adaptive Samplingverfahren untersucht. Mit
den beiden vorgestellten Techniken kénnen im Bereich ,, weniger“ Trainingspunkte bessere Er-
gebnisse im Vergleich zu einer Verfeinerung mit den homogenen, kartesischen Gittern erzielt
werden.

Aufbauend auf den Erkenntnissen der 1D Elasto-Plastizitit wird die Support Vector Regression
in Kapitelmauf den drei- und zweidimensionalen elasto-plastischen Fall angewendet. Die ,, Grofle
von Interesse“ (engl. Quantity of Interest) ist der nicht plastifizierte elastische Querschnitt ei-
nes Vier-Punkt-Biegebalkens. Diese Grofie wird im Rahmen des Postprocessing aus einer Finite
Elemente Berechnung ermittelt. Nach der Vorstellung des mechanischen Modells werden der
Parameterraum und die Ausgabegrofie (engl. Quantity of Interest) definiert. Im Anschluss er-
folgt die Uberfithrung des mechanischen Modells in ein Finite Elemente Modell, hierbei wird
zuerst der dreidimensionale Fall betrachtet. Auf der Grundlage der vorgestellten Test- und Trai-
ningsdatenverteilung kann die Support Vector Regression erfolgreich auf den elasto-plastischen
dreidimensionalen Fall angewendet werden. Die Fehlerkurven weisen einen konvergenten Ver-
lauf auf, die Ergebnisse sind allerdings in diesem Fall stark von der Vernetzungsdichte im
interessierenden Bereich abhéngig. Dariiber hinaus kann in den Untersuchungen gezeigt wer-
den, dass die Support Vector Regression in der Lage ist, fiir praktische Ingenieuranwendungen
eine ausreichende Prizision in der Approximation zu erzielen. In einer weiteren Studie wird der
zweidimensionale elasto-plastische Fall im Rahmen eines ebenen Spannungszustandes unter-
sucht. Dabei wird die Vernetzungsdichte im interessierenden Bereich noch einmal im Vergleich
zum dreidimensionalen Modell erh6ht. Zudem wird neben den kartesischen Testgittern auch
eine Approximation fiir eine Latin Hypercube Verteilung der Testpunkte durchgefiihrt. In den
Untersuchungen kann die Abhéngigkeit der Vernetzungsdichte nochmals bestétigt werden. Die
Studien zeigen, dass auch fiir den zweidimensionalen elasto-plastischen Fall eine hinreichend ge-
naue Approximation mittels der Support Vector Regression erzielt werden kann, sodass dieses
Verfahren ein geeignetes Modellreduktionsverfahren fiir elasto-plastische mechanische Anwen-
dungen in der Ingenieurpraxis darstellt. Abschliefend wird eine Untersuchung zur Sensitivitat
in den Parameterrichtungen durchgefiihrt. Dabei kann gezeigt werden, dass die Anzahl der
Trainingspunkte in Form von anisotropen Gittern reduziert werden kann, ohne die Approxima-
tionsgiite zu beeintrachtigen. Dies zeigt nochmal die Effizienz der Support Vector Regression
fiir diesen Anwendungsfall auf, da auch mit drastischer Reduktion der Trainingspunkte immer
noch hinreichend genaue Ergebnisse erzielt werden.

Mit der vorliegenden Dissertation kann eine Erweiterung des Anwendungsbereichs von SVR
fiir global reduzierte Modelle der Elasto-Plastizitéit aufgezeigt werden. Die Methode lisst sich
im Rahmen von Parameterstudien, bei denen grofle Mengen an Daten benéttigt werden, in der
Praxis einsetzen. Das Verhéltnis von erforderlichen Berechnungen und den Berechnungen, die



115

fiir die Trainingsphase zur Modellerstellung nétig sind, muss dabei in Betracht gezogen werden.
Dies hiangt stark von der erforderlichen Prézision des reduzierten Modells ab. Hier muss die
Ingenieurin bzw. der Ingenieur entscheiden, was fiir den vorliegenden Anwendungsfall ausrei-
chend ist. Abschlieend kann in der vorliegenden Arbeit festgehalten werden, dass die Support
Vector Regression ein geeignetes Modellreduktionsverfahren fiir Anwendungen in der nichtli-
nearen FEM, speziell im Bereich der Elasto-Plastizitit, bereitstellt.

In weiteren Studien konnen unterschiedliche mechanische Modelle herangezogen werden. Dabei
konnen zum einen die Eingabeparameter verdandert werden. Zum anderen kénnen verschiedene
,,GroBen von Interesse“ (engl. Quantity of Interest) in Betracht gezogen werden. Als mecha-
nisches Modell wire ein Druckgussbauteil unter mehrachsiger Belastung denkbar. Hier konnte
beispielsweise die Verschiebung an einem kritischen Punkt bei elasto-plastischen Materialver-
halten untersucht werden.

Auch die adaptiven Sampling Methoden kénnen weiter verbessert werden. Hier kénnen ver-
schieden erprobte Verfahren ausprobiert und neue Techniken implementiert werden. Im Rah-
men der One-Shot Sampling Methoden kénnen anisotrope Gitter fiir die Sensitivitéitsanalyse
weiter untersucht werden. Hier kénnen gegebenenfalls weitere Reduktionen bei der Anzahl an
Trainingspunkten vorgenommen werden, ohne die Approximationsgiite zu beeintrichtigen.
Eine weitere Moglichkeit ist das Einbeziehen stochastischer Aspekte in die Modellreduktion
mittels SVR. Stochastische Methoden im Rahmen der FEM sind intensiver Gegenstand der
Forschung am Institut fiir Baumechanik und Numerische Mechanik (IBNM), sodass beispiels-
weise die Moglichkeit der Kombination verschiedener stochastischer Verfahren mit der Support
Vector Regression besteht.
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Anhang

A.1 SVR Programmcode in MATLAB®

% Trainingsdaten

X
Y

£ n x 3 Matrix
£ nx 1 Matrix

% Testdaten
X test % N x 3 Macrix

% Berechnung der Hyperparameter
BoxConst=iqr (Y)/0.001;
EpsTube=iqr (Y) /200;

% Berechnung des reduzierten Modells

Mdl

= fitrsvm(X,Y, 'Standardize’',true, 'KernelFunction', "mykernel’, ..

'BoxConstraint',BoxConst, 'Epsilon’',EpsTube);

% Approximation fiir die Testdaten
Y reg = predict(Mdl,X test);

A.2 Matérn 5/2 Kernel Funktion in MATLAB®

function 6 = mykernel (x i,x Jj)

end

% Parameter fir die Kernel Funktion

para=l;

% Differenz-Norm der Trainingsdatenpunkte
D =pdist2(x i,x j,'euclidean'):

% Berechnung der Matern 5/2 EHernel Matrix

G=(l+=sgrt(5).* (D) ./ /para+(5/3).*(D."2) ./ (para™2)) ...
CFexp (-=sgrt (5) . % (D) . /para);
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A.3 FE-Eingabedatensitze fiir die Parameterstudie in ABAQUS®

*Heading

** Job name: ParaStudy Model name: Model-1

** Generated by: Abaqus/CAE 2017

*Preprint, echo=NO, model=NO, history=YES, contact=NO
Xk

*PARAMETER

E=210000.

Sigy=360.

DispMag=2.

LR

** PARTS
L
*Part, name=Part-1
*Node
1, a0., °., 0.

10976, 5.16880274, 4.28571415, 4.01488352
*Element, type=C3D8
1, ... 1350

8953, --- 10905
*Nset, nset=set-1, generate
1, 10976, 1
*Elset, elset=Set-1, generate
1, 8953, 1
** section: Section-1
*Solid Section, elset=Set-1, material=Material-1

)
*End Part
EE

ES

** ASSEMBLY
*%

*Assembly, name=Assembly

L

*Instance, name=Part-1-1, part=Part-1
*End Instance

X

*Nset, nset=Set-32, instance=Part-1-1

*Elset, elset=Set-35, instance=Part-1-1
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*End Assembly
%

** MATERIALS

L

*Material, name=Material-1

*Elastic

<E>, 0.3

*Plastic

<sigy>,e.

B e e e

L

** STEP: Step-1

XX

*Step, name=Step-1, nlgeom=NO
*Static

0.25, 1., 1le-05, 1.

¥

** BOUNDARY CONDITIONS

%

** Name: BC-1 Type: Displacement/Rotation
*Boundary

Set-32, 2, 2

** Name: BC-2 Type: Displacement/Rotation
*Boundary

set-33, 1, 1

** Name: BC-3 Type: Displacement/Rotation
*Boundary

Set-34, 3, 3, <DispMag>

** Name: BC-4 Type: Displacement/Rotation
*Boundary

Set-35, 3, 3

L

** QUTPUT REQUESTS
L

*Restart, write, frequency=e
L

** FIELD OUTPUT: F-Output-1
%

*output, field

&%

*Element Output, position=centroidal, directions=YES
PEEQ

*output, history, frequency=0

*End Step
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A.4 Programmcode fiir die Parameterstudie in ABAQUS®

#Parametric Study

BendingBeam=ParStudy(par=('E", 'SigY"', 'DispMag"'))

#Definig Parameter

BendingBeam.define(CONTINUOUS, par='E', domain=(190000., 230000.))
BendingBeam.define(CONTINUOUS, par='Sigy', domain=(3@e., 360.))
BendingBeam.define(CONTINUOUS, par='DispMag’, domain=(0.4, 2.8))
#Sampling

BendingBeam.sample(NUMBER, par='E', number=19)
BendingBeam.sample(NUMBER, par='SigY', number=19)
BendingBeam.sample(NUMBER, par='DispMag', number=19)

#Combine Samples

BendingBeam.combine(MESH, name='grid')

#Generate analysis

BendingBeam.generate(template="ParaStudy")

#Execute the jobs

BendingBeam.execute(ALL)

#Read Results

BendingBeam.output(step=1, overlay=ON, request=FIELD, file=0DB)
BendingBeam.gather(results="PEEQ_2153", variable='PEEQ', centroid=ON, ...

element=2153, request=FIELD, instance="Part-1-1")

BendingBeam.gather(results="PEEQ_5625"', variable='PEEQ', centroid=ON, ...
element=5625, request=FIELD, instance="Part-1-1")

BendingBeam.report(FILE,results=('PEEQ_2153",+-+ ,"PEEQ_5625"), ---

par=("E",'Sigy', 'DispMag'), truncation=0FF, file='BendingBeam.PSE.psr')
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In der vorliegenden Arbeit werden Untersuchungen zur Modellre-
duktion mechanischer Systeme mit elasto-plastischem Materialver-
halten durchgefiihrt. Das untersuchte Verfahren zur Modellreduktion
ist in dieser Arbeit die Support Vektor Regression (SVR). Nach
einem Uberblick zum Stand der Technik im Rahmen der Modellre-
duktion mechanischer Systeme, wird die Theorie der Kontinuums-
mechanik und der Finiten Elemente Methode (FEM) bereitgestellt.
Im Anschluss an eine ausfihrliche Darlegung des mathematischen
Hintergrunds der Support Vektor Regression wird die Methode auf
den eindimensionalen, rein phanomenologischen elasto-plastischen
Fall angewendet. Ein wesentliches Kapitel widmet sich der Anwen-
dung auf den drei- und zweidimensionalen elasto-plastischen Be-
rechnungsfall unter vorangegangener Finite-Elemente Berechnung.

In den Studien wird gezeigt, dass die Matérn 5/2 Kernel Funktion
sehr gut flir Anwendungen im Bereich der Elasto-Plastizitat geeignet
und mit entsprechend gewahlten Parametern anderen Kernel Funk-
tionen Uberlegen ist. Mit verschiedenen, in dieser Dissertation
vorgestellten adaptiven Sampling-Methoden kann eine teilweise
Verbesserung im Gegensatz zu der homogenen, kartesischen Ver-
feinerung erzielt werden. Im Rahmen der FE-Anwendung zeigt sich
die eigentliche Starke der Modellreduktion mittels SVR. Die
ungleichméaRigen und nicht stetigen Antwortflachen der gewahlten
Grofe von Interesse kdnnen mit der Support Vektor Regression
hinreichend prézise angenéhert werden. Die Sensitivitat in den ver-
schiedenen Parameter-Richtungen Iasst eine zusatzliche Reduktion
der nétigen Trainingsdaten mittels anisotropen Gitterstrukturen zu.
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